Podatkovne strukture in algoritmi

Vrste s prednostjo

binomske kopice
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Vrsta s prednostjo

Osnovne operacije nad vrsto s prednostjo:

dodajanje: Insert (.S, X) —v S dodamo nov element x.
najmanj Si: M n(S) --> y—v .S poisSCemo najmanjSi elementy.
odrezi: Del M n(.S) —iz S izloCimo najmanjSi element.

Operacije nad posploseno vrsto s prednostjo:

izloCanje: Del ete(.S, x) -->y—izSizloCimo element x. Rezultaty je lahko Boolova
vrednost t r ue ali f al se, ki sporoCi ali je bil element uspesno izlocen ali ne, ali pa
operacija nicesar ne vrne.

spreminjanje: Decrease(S, x, d) —v S elementu x zmanjSamo (povecamo) vrednost
zad.

zlij; Merge( Sy, S2) --> S —zlije vrsti s prednostjo v novo vrsto s prednostjo.

levi sosed: Left (S, x) --> y—v S poiSCemo elementy, ki je najvecji element, kateri
je Se manjsi od x. Ce takSnega elementa ni, vrne nul | .

desnisosed: Right (S, x) --> y-—v .S pois¢emo elementy, ki je najmanjsi element,
kateri je Se vecCji od x. Ce takSnega elementa ni, vrne nul | .

Andrej Brodnik: Podatkovne strukture in algoritmi / Vrste s prednostjo — binomske kopice (12) 2



Dosedanje izvedbe

operacija seznam drevo kopica
dodajanje O(1) O(logn) O(logn)
najmanjsi O(n) O(logn) O(1)
odreZi O(n) O(logn) O(logn)
izloCanje O(n) O(logn) O(logn)
spreminjanje O(n) O(logn) O(logn)
2lij O(n) | O(plogn) | O(plogn)
levi sosed O(n) O(logn) O(n)
desni sosed O(n) O(logn) O(n)
Komentariji:

izlo Canje: poznamo referenco elementa
spreminjanje:
zlij: = min([S1], |S2|)

cas brisanja + Cas vstavljanja
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Uvod v binomske kopice

Tudi binomska drevesa (binomial trees).
Struktura ni ve€ implicitna, torej se vracamo k referencam.

Tezave so se pojavile pri zlivanju in iskanju sosedov. NasSa Zelja je, da naredimo vsaj
zlivanje dovolj hitro.

Morda bi se dalo Se kaj postoriti pri samem vstavljanju? Vstavljanje je v resnici zlivanje
stare kopice z novo, ki ima samo en element.
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Dvoji ska kopica

e invarianca 1: vsi elementiv L in D so vecji ali enaki k
— zagotavlja urejenost podatkovne strukture in
— posledicno hitro iskanje (najmanjsega elementa) — O(1)
e invarianca 2: podkopici L in D sta priblizno enako veliki
— zagotavlja uravnotezenost strukture in zato ucinkovita popravljanja — O (log n)
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Zlivanje kopic

e imamo kopici Ain B ter tvorimo kopico C

e koren kopice Cnaj bo m n( A. koren, B. koren) —recimo, da je to (WLOG) A. kor en;
in

e koren druge kopice postane naslednik novega korena — koren kopice A dobi Se enega
naslednika

e nova kopica ni veC dvojiSka
e Se vedno omogoca hitro iskanje (invarianca 1)

e ni pa nujno (Murphy), da je uravnotezena (invarianca 2), kar pomeni, da popravljanja
niso vecC ucinkovita
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ldeje?

iskanje: O(1) — super

zlivanje: O(1) (zato tudi vstavljanje) — super
popravljanje: O(viSina kopicg — katastrofa
Kaj sedaj?
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ResSitev

TEHNIKA: Ce nekje malce popustimo, bomo morda drugje lahko veliko pridobili — princip
ravnotezenja.

(KAJ NAM PA OMEJUJE MEJO, DO KATERE LAHKO POPUSTIMO? KOLIKO LAHKO V TEM PRIMERU POPUSTIMO?)

e naj bo zlivanje (in iskanje) malce pocasnejSe — O(VviSina kopice
e bo pa zato struktura bolj uravnotezena, kar bo razorozilo Murphyja (nasprotnika,
adversary) in bo zato tudi viSina kopice manjSa (upamo, da O(log n))
e ideja:
— vrsta s prednostjo naj sestoji iz O(log n) podstruktur (kopic);
— kopice naj bodo razlicho velike;
— a najvecja naj ne bo visja od O(logn)
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ldeja zlivanja

e poglejmo (dvojiski) zapis poljubnega Stevila
10101104

e novo Stevko dodamo na zacCetek, ko velikost Stevila preraste najvecje Stevilo, ki ga lahko
predstavimo s prejSnjim Stevilom Stevk; in

e dodana Stevka omogocCa zapis Se enkrat veC vrednosti;

e Stevilo Stevk je [lgn|
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ldeja zlivanja — nadal;.

e zlivanje dveh Stevil (seStevanje) — vedno istoleZeci Stevki, ki pa predstavljata tudi enakoo
veliki vrednosti:
1010110
10111
1101101

e Cas potreben, da zlijemo dve Stevili, je sorazmeren:

(Stevilo Stevk vecCjega Stevil) * (Cas seStevanja dveh Stevk) =
[lgn] *O(1) = O(logn)
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Binomska drevesa

DEFINICIJA: binomsko drevo je rekurzivna podatkovna struktura, kjer velja:

e koren je najmanjSi element v drevesu (urejenost);
e posamezen element je binomsko drevo By
e binomsko drevo By, sestoji iz dveh poddreves By _1, pri cCemer je:

— man;jSi od korenov poddreves tudi koren celotnega drevesa in
— poddrevo z vecjim korenom prvi naslednik celotnega drevesa By,

Andrej Brodnik: Podatkovne strukture in algoritmi / Vrste s prednostjo — binomske kopice (12)

11



Primeri binomskih dreves
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Lastnosti binomskega drevesa By

=

koren je najmansi element v drevesu [iz definicije]

koren ima k naslednikov, pri Cemer je prvo poddrevo By _1, drugo Bj_5 in tako naprej do
k-tega, ki je By [z indukcijo po k]

v drevesu je n = 2" elementov [z indukcijo po k]

viSina drevesa je k = lg n [z indukcijo po k]

Stevilo vozliSC na globini i je (’j) [z indukcijo po k] — zato so to binomska drevesa

ker >zlivamo< samo enako velika drevesa, je struktura uravnotezena

zlivanje dveh dreves lahko naredimo v casu O(1)

N

N o O kW

(DOKAZITE ZGORNJE LASTNOSTI.)
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Binomska vrsta

Definicija:

e Binomska vrsta (kopica) sestoji iz seznama binomskih dreves By, By, ..., Bign
e velikost zasedenega prostora je ocitno O(n)

e Po0zoR: odnosi med koreni kosameznih binomskih dreves v kopici niso doloceni!

Andrej Brodnik: Podatkovne strukture in algoritmi / Vrste s prednostjo — binomske kopice (12)

14



Iskanje najmanj sega elementa

Ker gre za seznam, je sorazmerno dolzini seznama, ki pa je O(log n).

public int min(int x) {
int mn;
bi nTree head;
head= bi nHeap. head();
tail = binHeap.tail();
m n= head. m n();
for (; tail !'=nil; head= tail.head(), tail=tail.tail())
mn= Mn(mn, head.mn());
return mn;

(KAKO SMO ZE TO IZBOLJSEVALI?)
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Zlivanje

e zlijemo enako veliki drevesi

e to poCnemo na podoben nacin kot pri polnem sestevalniku (full adder)

— ena Stevka iz prvega Stevila, ena iz drugega ter prenos
— rezultat je nova Stevka ter prenos
— rezultat ima enako Stevilo Stevk kot vecCje od Stevil ali eno vec

e Cas zlivanja je sorazmeren dolZini daljega sezname — O (log n)

(DEFINIRAJTE RAZRED bi nTr ee.)

(DEFINIRAJTE RAZRED bi nHeap (ENA OD METOD BO ZGORNJI i n), KI JE IMPLEMENTACIJA VMESNIKA ZA
VRSTE S PREDNOSTJO.)

(ZAPISITE SE KODO ZA METODO Ner ge TER OSTALE OPERACIJE.)
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Osnovne operacije

dodajanje: isto kot zlivanje, le da zlivamo celo kopico z By
najmanj Si: glej zgoraj
odrezi: ko odrezemo koren binomskega drevesa, nasledniki tvorijo v resnici seznam
binomskih dreves, kar je ponovno kopica. Zato lahko naredimo naslednje:
1. iz izvorne kopice H izloCimo drevo, z najmanjsim korenom B — 0(1)
2. drevesu By, odrezemo koren in iz naslednikov naredimo kopico Hy — O(1)
3. kopici H in Hy, zlijemo v rezultat — O (log n)
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Posplo Sena vrsta s prednostjo

spreminjanje: za zmanjSevanje podobno kot pri dvojiski kopici element splava navzgor
dokler je potrebno — O(log n). Za zveCevanje razmislite za domaco nalogo!

izlo Canje: naredimo v dveh korakih:
1. najprej zmanjsamo prednost na —oco — O(log n)
2. nato odrezemo najman;jSi element — O(log n)

zlij: glej zgoraj

sosed: (leviin desni) — zahteva iskanje po celi strukturi— O(n)

(ZAPISITE SE KODO ZA OSTALE OPERACIJE.)
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Rezultat

operacija seznam drevo kopica binomska
dodajanje O(1) O(logn) O(logn) O(logn)
najmanjsi O(n) O(logn) O(1) O(1)
odreZi O(n) O(logn) O(logn) O(logn)
izloCanje O(n) O(logn) O(logn) O(logn)
spreminjanje O(n) O(logn) O(logn) O(logn)
zlij O(p) O(plogn) | O(plogn) | O(logn)
levi sosed O(n) O(logn) O(n) O(n)
desni sosed O(n) O(logn) O(n) O(n)
Komentarji:

izlo Canje: poznamo referenco elementa

spreminjanje:

cas brisanja + Cas vstavljanja

zlij: p = min(|S1], |S2|)

(V RAZPREDELNICI SO ASIMPTOTICNE VREDNOSTI, KAJ PA V PRAKSI? IN VELIKOST STRUKTUR?)
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Odvecno delo

Kaj se zgodi, Ce samo velikokrat:

e dodajamo element,
e izloCamo element,
e zlivamo kopici

Pri tem opravljamo nepotrebno delo, ki skrbi za strukturo kopice.
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ldeja

e pustimo strukturo kopice vnemar, ampak samo ohranjanjamo (dvojno povezan) seznam
(obroc / krog) dreves; in

e Sele, ko je potrebno, popravimo strukturo (operacije nad najmanjSim elementom).

Vse operacije iz prve skupine sedaj opravimo v konstantnem ¢asu, medtem ko so druge
operacije veliko drazje.

A izkaze se, da je cena drugih operacij sorazmerna (odvisna) od Stevila opravljenih prvih
operacij v nizu — €e pogledamo celoten niz operacij nismo nic izgubili.

To je dobro znana tehnika amortizacije.

(KAJ PRIDOBIMO?)
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Fibbonacijeva kopica

Zelo preprosto povedano je to binomska kopica z amortiziranimi operacijami.

Pri analizi nastopajo Fibbonacijeva stevila in zato Fibbonacijeva kopica. (KoLiko JE k.ToO
FIBBONACIJEVO STEVILO?)

Doslej smo se pri analizi Casovne zahtevnosti vedno sprasevali, kakSen je ¢as ene operacije
v najslabSem primeru. Sedaj se sprasujemo, kako slabo je lahko izvajanje niza operacij v
najslabsem primeru.

To, da druga vrednost ni slabSa kot vsota prvih vrednosti je ocCitno. Pa je lahko boljsa?
(RAZMISLITE!)
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Zahtevnost

operacija seznam drevo kopica binomska Fibonaccijeva
dodajanje O(1) O(logn) O(logn) O(logn) O(1)
najman;si O(n) O(logn) O(1) O(1) O(1)
odreZi O(n) O(logn) O(logn) O(logn) O(logn)
izloCanje O(n) O(logn) O(logn) O(logn) O(logn)T
spreminjanje O(n) O(logn) O(logn) O(logn) O(logn)T
zlij O(p) O(plogn) O(plogn) O(logn) O(1)
levi sosed O(n) O(logn) O(n) O(n) O(n)
desni sosed O(n) O(logn) O(n) O(n) O(n)
Komentariji:

izlo Canje: poznamo referenco elementa
spreminjanje: cas brisanja + Cas vstavljanja

2lij: 1o = min(|Sy|, |S2)

T: Ce ne popravljamo najmanjSega elementa je O(1)
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