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Andrej Brodnik: Algoritmi in podatkovne strukture — 2 / Uvod — uvod in matemati¢ne osnove (01)



Opis predmeta

Literatura:
e Cormen, Leiserson, Rivest: Introduction to Algorithms,
e Sedgewick: Algorithms in Java.
e Kozak: Podatkovne strukture in algoritmi.
e Www. br odni k. or g/ andy/ PoSt r | nA.
Program:
e Prvi polovica podatkovne strukture in druga polovica algoritmi.
Ocenjevanje:
40%: sprotno delo
60%: konCna ocena
obvezno: zapiski
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Opis predmeta (nadalj.)

doma Ce naloge:
e Sest domacih nalog s po Stirimi vpraSanji, od katerih bo eno programersko (empiricho)
e programersko vprasSanje na nacin kot pri ACM ICPC
(http://cmRprod. bayl or. edu/ ), oziroma UPM (htt p://ww. upm si /)
e uporaba okolja za oddajo nalog
e oddaja preko e-ucilnice
izpit: lahko nadomestita kolokvija, vendar mora biti skupna ocena pozitivha in nobeden od
kolokvijev ne sme biti nizji od 40%
zapiski: oddajate jih e-ucilnico
e pomembno, da se jih odda pravocasno: v enem tednu po predavanjih
e zato, da se semester pozitivno oceni, morate oddati vsaj ene zapiske
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Okvirni program — prvi del

Uvod

e Uvod in matematicne osnove.

e Osnovne podatkovne strukture: (i) Implicitne podatkovne strukture: polje, sklad, vrsta,
kopica; (i) Eksplicitne podatkovne strukture: povezan seznam, drevo

Stevilska drevesa

e Osnove, trie.
e Patricijina in LC drevesa.

Disjunktne mnozice

e Disjunktne mnozice.
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Program — prvi del (nadal).)

Slovar

Osnove in izvedba s seznamom.

Drevesa: osnhove, iskalna, uravnotezena, AVL.
B-drevesa in 2-3 drevesa.

Rdece-Crna drevesa.

RazprSene tabele.

PreskocCni seznami.
Vrste s prednostjo

e Osnove in kopica.
e Binomska in Fibbonacijeva kopica.
e Plastovita drevesa.

prvi delni izpit 4. april
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Algoritem

e Vsak dobro definiran raCunski postopek, s katerim kaj izraCunamo ali reSimo kak
problem, imenujemo algoritem.
Algoritem vhodne podatke (input) spremeni v izhodne podatke (output).
e Na kaj moramo biti posebej pozorni:
— pravilnost,
— Casovna zahtevnost (Stevilo korakov v odvisnosti od velikosti problema).
e Algoritme — korake postopka — bomo opisavali v psevdokodi.
e Primer — urejanje.
Vhod: Zaporedje n Stevil (a1, as, ..., a,),
Izhod: Premutacija (a}, a3, . . ., a.) vhodnega zaporedja, tako da velja
a; <ay<---<a).
Za zaporedje (31, 41, 59, 26, 41, 58) naj algoritem vrne zaporedje
(26, 31,41, 41, 58, 59).
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Urejanje z vstavljanjem

Eden izmed algoritmov za urejanje — urejanje z vstavljanjem:

INSERTION-SORT(A)

1: for j «+ 2to A.length do

2. key + Alj]

33 14+ 73—1

4. while ¢ > 0and Ali{] > key do
5; Ali 4+ 1] < Ali]
6 14— 1— 1

7. end while

g Alt+ 1] < key
9. end for
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Model ra Cunanja

e Za model raCunanja bomo vzeli random-access machine (RAM), oziroma toCnheje
primerjalni model.

— Ukazi se izvajajo eden za drugim.

— Predpostavljali bomo, da so vse operacije enako drage, Ceprav to ne odraza
dejanskega stanja, saj so mnozenja ter posebej Se deljenja drazja.

e Obstajajo Se drugi modeli, npr. dostopni model, kjer Stejemo samo dostope do
pomnilnika

Andrej Brodnik: Algoritmi in podatkovne strukture — 2 / Uvod — uvod in matemati¢ne osnove (01)



Pravilnost delovanja

Dokaz z indukcijo.

Brez Skode za sploSnost predpostavimo, da so elementi, ki jih urejamo, med seboj razlicni.

Osnova: Ce je samo en element (a1), je polje ze urejeno.

Hipoteza: Predpostavimo, da algoritem zna urediti elemente (a1, a2, ...,a;-1) V
(a] <ay <...<aj_y).

Korak: Sedajimamo polje elementov (a1, as, ..., a;). Prvih j — 1 elementov po
predpostavki znamo urediti. v (a) < ay < ... < a}_,). Za zadnji element se notranja
while izvaja dokler je key manjsi. Ustavi se pri ¢-tem elementu. Ko vstavimo klju¢ na to
mesto, kar se zgodi v koraku 8, so elementi (a] < a, < ... < a, < key) urejeni.
Poleg tega velja, zaradi oblike wHILE zanke, da ostajajo elementi
(aj 1 < ajy < ... < aj_,;) urejeni, hkrati pa velja (key < a;, i, a; 9, -,a; ;)
Zatorej (a) < ay < ... <a; <key <a;; <aj,<...<aj ).

QED
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Analiza Casovne zahtevnosti algoritma

e Naj bo T 4(n) Stevilo izvedenih osnovnih operacij ali >korakov« algoritma A, pri
vhodnih podatkih velikosti .

Funkciji T4 (n) reCemo Casovna zahtevnost ali Cas izvajanja algoritma A.

e Predpostavljali bomo, da za izvajanje posameznega koraka potrebujemo konstantno
casa, t.j. izvajanje ¢-te vrstice v vzame c¢; ¢asa.

e lzraz velikost podatkov je odvisen od problema, ki ga reSujemo.
— V primeru urejanja je to kar Stevilo elementov, ki jih moramo urediti.
— Pri mnoZenju celih Stevil je to Stevilo bitov (Stevk), ki jih potrebujemo za dvojiski zapis
vhodnih Stevil.
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Analiza urejanja z vstavljanjem

INSERTION-SORT(A) cas izvajanja Stevilo izvajan;
1. for j < 2to A.length do c1 n
2. key + Alj] co n —1
3 1< 7 —1 C3 n —1
4. while ¢+ > 0and A[i] > key do Cy4 Z;’:Q t;
5; Ali 4+ 1] « Ali] Cs Z?ZQ(tj —1)
6 14— 11— 1 Cg Z?:Q(tj — 1)
7. end while
g Alt+ 1] < key cs n —1
9. end for

(n je dolzina niza A, t; naj bo Stevilo ponovitev zanke while pri danem j.)
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Analiza urejanja z vstavljanjem 2

Naj bo T'(n) Cas izvajanja algoritma INSERTION-SORT. Velja

T(n) = cn+c(n—1)+cs(n—1)+cy zn:tj + ¢35 zn:(tj —1)

j=2 j=2
+eg » (t;— 1) 4 cs(n — 1)
j=2

Funkcija T'(n) je odvisna od podatkov (od ¢;, ta Stevila pa so odvisna od podatkov).

IzraCunajmo T'(n) v dveh primerih: v najboljSem (podatki so Ze urejeni) in v najslabsem
primeru (podatki so urejeni v obratnem vrstnem redu).
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Analiza urejanja z vstavljanjem — najbolj Si primer

V najboljSem primeru (podatki so zZe urejeni) velja t; = 1:

T(n) = cn+4ca(n—1)+cs(n—1)+cg(n—1) 4+ cg(n —1)
= (c1+ca+c3s+cg+cg)n — (co+ c3+ cq+ cs)
= an-—+b>b

Torej je T'(n) linearna funkcija. Pravimo, da ima algoritem v najboljSem primeru linearno
casovno zahtevnost.
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Analiza urejanja z vstavljanjem — najslab Si primer

V najslabSem primeru (podatki so urejeni obratno) velja t; = j:

n(n + 1 n(n + 1
T(n) = Cln+62(n—1)+03(n_1)+c4< (2 )—1>—|—C5 (2 )_|_
1
CGn(nQ—I— )—|—68(n—1)
— <%+%+%>n2—|—<Cl+62+63—|—%—|—%—|—%—|—08>n_

(ca + ¢34+ c4 + c3)

Torej je T'(n) kvadratna funkcija. Pravimo, da ima algoritem v najslabSem primeru
kvadratno ¢asovno zahtevnost.

Ko reCemo, da ima algoritem ... asovno zahtevnost, mislimo na ¢asovno zahtevnost v
NAJSLABSEM PRIMERU.
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Ocena zahtevnosti problema

Imamo algoritem, ki uredi elemente v kvadratiénem &asu. Pa se da to narediti hitreje? Ce
Smo se prej pogovarjali o zahtevnosti algoritma, se sedaj pogovarjamo o zahtevnosti
problema.

RAZMISLEK:

e Ce imamo n elementov, obstaja n! permutacij le-teh

e katerikoli algoritem za urejanje mora znati pretvoriti katerokoli permutacijo elementov v
tisto pravo, urejeno permutacijo — z drugimi besedami, mora znati razlikovati med
katerimakoli permutacijama

e recimo, da z eno primerjavo znamo razlikovati med dvema permutacijama in Ce zelimo
razlikovati med poljubnima permutacijama, lahko nad vsemi n! permutacijami izgradimo
drevo primerjav

e VviSina drevesa primerjav je najkrajSi >Cas<, ki je potreben za urejanje in je lg n!

e ker je (Stirling)
n! ~ V2mn <ﬁ> - C
(&4

potemlgn! ~ nlgn+n - Cj.
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Ocena velikosti funkcijin  veliki O

Racunanje Casovne zahtevnosti v prejSnjem primeru je >zoprno<. V praksi nas zanima le
red velikosti (ocena velikosti): ali je funkcija linearna, kvadraticna, kubiCna, >log n<,
>n log n<, ...funkcija.

Funkcije, nam popisujejo lahko ¢asovna zahtevnost algoritma ali problema, ali pa
prostorsko zahtevnost algoritma ali problema.

Za dano funkcijo g(n) oznaCimo z O(g(n)) mnozico funkcij

obstajata pozitivni konstanti c in ny,
takoda f(n) < cg(n) zavsen > ny.

Og(n)) = {f<n> |

Ce je h(n) = O(g(n)) potem re¢emo, da g(n) asimptotiéno od zgoraj omejuje h(n).
Opomba: predpostavljamo, da so vse funkcije nenegativne.

Pravzaprav bi morali zapisati h(n) €O(g(n)), toda drzali se bomo ustaljene (zlo)rabe!
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Ocena velikosti funkcij in  veliki O — primer

e 3n = 0O(n), n = O(n?).
e nas algoritem za urejanje je potreboval O (n?) primerjav.
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Ocena velikosti funkcij in  velika Q2

Za dano funkcijo g(n) oznaCimo z 2(g(n)) mnozico funkcij

obstajata pozitivni konstanti ¢ in ny,
takoda f(n) > cg(n) zavsen > ny.

Q(g(n)) = {f<n> |

Ce je h(n) = Q(g(n)) potem reGemo, da je g(n) asimptotiéno od spodaj omejuje h(n).
Z 2 zapisom obicajno opisujemo ¢asovno zahtevnost problema in ne algoritma.

Zahtevnost urejanja je Q2(n log n); t.j. katerikoli algoritem za urejanje potrebuje vsaj
>n log n< primerjav
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Ocena velikosti funkcijin  velika ©

Za dano funkcijo g(n) oznaCimo z ©(g(n)) mnozico funkcij

obstajg o pozitivne konstante ¢y, co in ny,
takodacy f(n) > cog(n) zavsen > ny.

oa(n) = { 1(m) |
kar je enakovredno

(f(n) =0(g(n))) A (f(n) =Q2((g(n))) = (f(n) = O(g(n)))
Dokazite to!

Ceje h(n) = ©(g(n)) potem re€emo, da je h(n) asimptotitno omejena z g(n).
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Ocena velikosti funkcij in  velika © — primer

e in” —3n =0(n°

e Recimo, da bi nadomestili nas algoritem za urejanje, ki zahteva O (n?) primerjav z
algoritmom, ki bi zahteval O(n log n) primerjav. Ker je toliko primerjav tudi najmanj
potrebnih (zahtevnost problema je Q2(n log n), potem bi ta, najdeni algoritem bil

optimalen in bi tekel v resnici v casu ©(n log n). Zakaj?
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Ocena velikosti funkcijin ~ mali o

Za dano funkcijo g(n) oznaCimo z o(g(n)) mnozico funkcij

za poljubno konstanto ¢ > 0 obstaja
konstantany > 0,takoda f(n) < cg(n) zavsen > ny.

o(g(n)) = {f<n> |

Intuitivni pomen: Ce je f(n) = o(g(n)), potem je f(n) vedno manjSa od g(n), ko n
vecamo Cez vse meje.

Enakovredna definicija:

. f(n)
Jl_fﬁlog(n)_()‘

Primer: 2n = o(n?), 2n® # o(n?), Tn = o(n'™).
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Ocena velikosti funkcij in -~ mali w

Za dano funkcijo g(n) oznaCimo z w(g(n)) mnozico funkcij

za poljubno konstanto ¢ > 0 obstaja
konstantany > 0,takoda f(n) > cg(n) zavsen > ny.

w(g(n)) = {f<n> |

Intuitivni pomen: Ce je f(n) = w(g(n)), potem je f(n) vedno vecCja od g(n), ko n veCamo

cez vse meje

Enakovredna definicija:

lim w = 00

Primer: n?/2 = w(n), n?/2 # w(n?), 7n = w(n'").
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Ocena velikosti funkcij in primerjava s

f(n) = w(g(n)) =a>b
f(n) = Qg(n)) =az=xb
f(n) = ©(g(n)) =a=

f(n) = 0O(g(n)) =acshb
f(n) = o(g(n)) =a<b
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Se en algoritem

X-FUNCTION(p, 1)
1: if p < rthen
2 g+ [(p+r)/2)
32 X-FUNCTION(p, q)
4. X-FUNCTION(qg+ 1, 1)
5. Y-FUNCTION(p, q, 1)
6: end if

Ce je r — p asovna zahtevnost funkcije Y-FUNCTION(p, q, r), kakSna je potem Casovna
zahtevnost T'(n) funkcije X-FUNCTION(1,n)?

Ocitno velja:
[ (1) n =1,
T(n) = { 2T'(n/2) +©(n) n > 1.

In T'(n) je potem koliko?
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Splo sno pravilo

|zrek. Naj bosta a, b konstanti, a > 1, b > 1, naj bo f(n) funkcija in naj bo T'(n) funkcija
definirana na nenegativnih celih Stevilih, ki zadoScCa enacbi

T(n) = aT(n/b) + f(n)
kjer interpretiramo n /b kot |[n/b] ali [n/b].

Potem velja:

1. Ceje f(n) = O(n'°8v2¢) zanek ¢ > 0, potem T'(n) = O(n'°% ).

2. Ceje f(n) = ©(n'°& ), potem T'(n) = ©(n'°%v*log n).

3. Ceje f(n) = Q(n'°% ") zanek e > 0in, te velja af(n/b) < cf(n) za neko
konstanto ¢ < 1 in vse dovolj velike n, potem T'(n) = ©(f(n)).

Glej Cormen, Master theorem.
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