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Utezeni grafi

Graf je definiran kot:

e Imamo mnozico vozliSc, ki imajo svoje oznake: V = {v1, va, ..., v, }.

e Imamo mnozico povezav E = {(v;, vj; wij) | 4,5 = 1,2, ..., n}, kjer povezava
(vi, v;; w;;) povezuje vozlisCi v; in v; ter ima utez w;; € R.

e Potem je utezen graf definiran kot G = (V, E).

Utez predstavlja lahko >dolzino<, >tezo«, >propustnost<, ...

Dopolnitev definicije:

o uteZ w;; € {0,..., M — 1},
e utez wi; € R in utez w;; > 0.
e graf je usmerjen ali ne.
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Najcenej Sa vpeta drevesa

e Predpostavka: G = (V, E) je povezan neusmerjen utezen graf.
e Naloga: poiSCimo povezan vpet podgraf T' tako, da je vsota

minimalna. Ta graf (drevo) imenujemo najcenejSe vpeto drevo.
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ldeja algoritma

e Ce iz vpetega drevesa odstanimo katerkoli povezavo, nam graf razpade na dva dela
e V drevesu mora biti najcenejSa povezava grafa (v, vp; wap), Ker €e bi ne bila, potem:
— namesto nje povezuje dva dela grafa neka druga, drazja povezava (v;, vi; wik ), Kjer
Wik > Wab
— Ce sedaj povezavo (v;, vg; w;,) hadomestimo S povezavo (v,, Vp; Wap), SMO S tem
ohranili drevo (ki je Se vedno vpeto) in hkrati ga tudi pocenili

e IDEJA: drevo gradimo tako, da mu dodajamo vedno naslednjo najceneSo povezavo, Ce ta
ohranja lastnost drevesa.

e TakSni metodi pravimo POZRESNA METODA, ker vedno obdela najprej nekaj kar je
najmanjSega/najvecjega a hkrati ohranja minimalnost.
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Definicije in teorija

e Naj bo na nekem koraku algoritma A podmnozica povezav nekega minimalnega
vpetega drevesa.

e Najbo (u,v) € E(G) povezava z lastnostjo: A U (u, v) je Se vedno podmnoZica
povezav (minimalnega) vpetega drevesa. Potem taki povezavi reCemo dopustna
povezava.

e skica algoritma:

public Tree MVD(Graph G) {
A= { §

while !(A celo vpeto drevo) {
poi §Ci v G povezavo (u, V), ki je dopustna;
A+= (u, v)

I

return A;

}

e Kako poiskati dopustno naslednjo povezavo?
e Glede naidejo pozreSnosti Zelimo, da je ta Se najcenejSa — primer pozreSnhega algoritma.
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Definicije in teorija — nadal;.

e Prerez (S, V \ S) neusmerjenega grafa G = (V, E) je particija mnozice vozlisC V.

e Pravimo, da povezava (u,v) € E veze prerez (S,V \ S), Ce je eno izmed krajisC v S,
drugopav V \ S.

e Pravimo, da prerez A ohranja mnozico A C E, Ce nobena povezava iz A ne veze
prereza.

e \ezni povezavi reCemo minimalna povezava, ¢e ima izmed vseh veznih povezav
minimalno teZzo (minimalnih povezav je lahko vec).
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Definicije in teorija — nadal;.

lzrek 1. Najbo G = (V, E) povezan neusmerjen graf. Naj bo A podmnozica FE, ki je
vsebovana v nekem minimalnem vpetem drevesu, naj bo (S, V' \ S) nek prerez G, ki
ohranja A, in naj bo (u, v; w,,) Minimalna povezava, ki veze (S, V' \ S). Potem je
(u, v; wy, ) dopustna povezava za A.

Posledical. Najbo G = (V, E) povezan neusmerjen graf. Naj bo A podmnozica E, ki je
vsebovana v nekem minimalnem vpetem drevesu in naj bosta C; = (V;, E;) in

C; = (V;, E;) povezani komponenti (drevesi) v gozdu G4 = (V, A). Ce je (u, v; wyy)
minimalna povezava, ki veze C; in C;, potem je (u, v; w,,) dopustna povezava za A.
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Pozre sni algoritmi

e spoznali smo deli in vladaj algoritme

e algoritem je pozreSen, ko v vsakem koraku Zeli narediti najvecji mozen korak k reSitvi —

npr., naslednje izbrano povezavo, ki jo obravnavamo, je tista, ki je dopustna in ima
najnizjo ceno
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Kruskalov algoritem

ldeja: Kruskalov (J. Kruskal, 1956) algoritem gradi vpeto drevo kot gozd (mnozica A):

e Na vsakem koraku vzamemo za dopustno povezavo minimalno povezavo izmed vseh, Ki
povezujejo dve drevesi v gozdu. Da je ta povezava res dopustna, sledi po posledici 1.

e Vsaka komponenta C; predstavlja mnozico in ko dve komponenti zdruzimo, naredimo v
resnici unijo dveh mnozic — prim. Union-Find.
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Kruskalov algoritem

pubic tree MVD-Kruskal(Graph G) {
A= { §
for (v. € G.V() UF.MakeSet(v);
for (e= (u, v; w) € G.E(), i++) polje[i]= (w, e);
Uredi(polje);
for (i=0; i < polje.length(); i++) {
e= poljeli];
if (UF.FindSet(e.u) !'= UF.FindSet(e.v)) { /Il dopustna povezava
A+= e,
UF.Union(UF.FindSet(e.u), UF.FindSet(e.v));
i
return A;

e Najprej O(|V'|) MakeSet operacij

e Urejanje O(mlogm) = O(mlogn)
e O(m) FindSet in Union operacij

e SKUPAJ:
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Primov algoritem

Ideja: Primov algoritem gradi reSitev kot drevo; t.J. mnozica A je vedno drevo:

Drevo zaCnemo graditi iz poljubnega vozlisCa.

Na vsakem koraku dodamo minimalno povezavo, ki veZze A z vozlisSCem, ki ga A ne
pokriva. Da je ta povezava res dopustna, zopet sledi po posledici 1.

Vozlis€a ki niso pokrita z A (niso v trenuthnem drevesu) hranimo v vrsti s prednostjo
(kopici) Q.

v.key naj bo minimalna teza povezave, ki povezuje v z drevesom A (Ce take povezave
ni, je vrednost v.key = oo).

v.p 0znacuje oCeta vozlisS€a v v grajenem vpetem drevesu.
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Primov algoritem
pubic tree MVD-Prim(Graph G) {

for (v. € GV() { v.key= oo; v.p= null }
r.key= 0; /I r je poljubno vozli Sce
for (v. € G.V() PQ.Insert( (v.key, v) );
while (! PQ.Empty() ) {
u= PQ.ExtractMin();
for (v. € u.Adj()
if (PQ.Find(v) && w _uv < v.key()) {
v.p= u; v.key=w _uv
}
}
e gradnja kopice O(nlogn)

e zanka while n-krat
— vsak ukaz ExtractMin ~ O(log n)
— vse zanke for skupaj O(m)-krat in vsakem ponavljanju implicitni DecreaseKey
O(mlogn).
O(nlogn 4+ mlogn)
e SKUPAJ: O(mlogn)
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Zahtevnost

problem zahtevnost
najcenejse vpeto drevo — Kruskal O(FE log F)
najcenejSe vpeto drevo — Prim O(ElogV)
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