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Osnovni pojmi



Osnovni pojmi

G=(E)
Tocka (vertex), povezava (edge)

— Usmetjena (directed), neusmetjena (undirected) povezava/graf

— Zanka (loop)

— Kirajisce (zacetno, koncno), incidencnost

- = |V],m=|E|
Pot (path), sprehod (walk): pot = sprehod brez ponavljajocih se tock
Cikel (¢yecle), obhod (#our): cikel = obhod brez ponavljajocih se tock
Sosed, (neposredni) predhodnik/naslednik
Stopnja (degree) = Stevilo sosedov

— Vhodna, izhodna = $tevilo neposrednih predhodnikov/naslednikov

— Zaneusmerjen graf: 2 _ | deg(u) = 2 | E|

Handshaking lemma: tock z liho stopnjo je sodo mnogo

— Zausmerjen graf: 2 _ . nDeg(s) =2 _ | outDeg(u) = | E|
Dosegljtvost
(Krepko, sibko) povezan graf/komponenta



Vrste gratov

Podgraf na tockah U < I
Gyu=UEpzaE;,=EnN(UxU) ={(n,v) € E:u,ve U}
Poln grat = vsebuje vse mozne povezave
Redek (spatse) graf: | E| = manj kot O(1?); tipicno O(1/)
Gost (dense) graf: |E| = O(17?)
Klika (c/igue) = poln podgraf

— Iskanje najvecje klike v danem grafu je znan NP-tezak problem
Dvodelen (bzpartite) grat
Multigraf, vzporedne povezave
Hipergraf: povezava lahko povezuje vec kot 2 tocki
Usmerjen aciklicen graf = directed acyclic graph = DAG
Neusmerjen aciklicen graf = gozd

— Drevo = ce je tudi povezan



Predstavitev grafa v racunalniku



Predstavitev grafa

Obstaja vec pristopov k predstavitvi grafa v racunalniku

To, katerega 1zbrati, je odvisno od tega, kaj bomo z grafom poceli
(kaksne operacije hocemo izvajati)

Tocke:

— Najlazje je, ¢e so kar stevila od 0 do 7 — 1
—  Ce moramo o tocki hraniti e kaj drugega, uporabimo tabelo (array)
—  Ce hotemo tocke identificirati z ne¢im drugim kot s stevili od O do #— 1,
uporabimo hash tabelo (slovar)
« 7 njo jih lahko tudi preslikamo v $tevila od 0 do 7 — 1
Povezave:
— Matrika sosednosti
— Seznami sosedov
— Hibridni pristop (kombinacija obojega)

— Implicitna predstavitev



Matrika sosednosti

e Tabela 7 x 7 elementov
—  M][#][v] nam pove, ali obstaja povezava # —> v
— Naceloma je za vsak element dovolj le 1 bit
— Ce imajo povezave tudi dolzino ali kaj podobnega, pa lahko hranimo v tabeli tudi to
— Ce je graf neusmerjen, bo matrika simetri¢na: M[#][2] = M[][4])
Lahko predstavimo le pol matrike (trikotnik), da pihranimo pomnilnik
* Prednosti:
— V O(1) casa preverimo, ali povezava obstaja
— V O(1) casa lahko povezavo dodamo ali zbrisemo

— Preprosta implementacija in uporaba

e Slabostt:
— Porabi O(1"?) pomnilnika ne glede na stevilo povezav
— Pregled vseh sosedov/predhodnikov/naslednikov tocke # vzame O(1”) ¢asa namesto
O(deg(#)) casa
—  Pregled vseh povezav vzame O(17?) ¢asa namesto O(E) ¢asa

— Neugodno, ce je graf redek

Ce je graf redek, lahko uporabimo hash tabelo, ki hrani le nenicelne elemente matrike
— poraba prostora pade na O(E)



Seznami sosedov

* Zavsako tocko imamo
— Seznam njenth sosedov (Ce je grat neusmerjen)
— Seznam predhodnikov in seznam naslednikov (Ce je graf usmerjen)
— Elementi seznama so stevilke sosedov

— Ce hocemo, lahko zraven hranimo se dolzino povezave ipd.

* Prednosti:
— Porabimo le O(I” + E) pomnilnika
— Pregled sosedov tocke # vzame O(deg(#)) Casa
— Pregled vseh povezav vzame O(l” + E) casa

— Dodajanje povezave vzame O(1) casa, ce vemo, da Se ne obstaja
e Slabosti:
— Preverjanje, ali povezava # — v obstaja, vzame O(min(deg(#), deg(v)) = O(1”) Casa

— Brisanje povezave # — v vzame O(deg(#) + deg(v)) = O(1”) Casa, da jo najdemo v
obeh seznamih; potem O(1) za brisanje samo



Seznami sosedov

* Razlicica: urejeni seznami

— Prednost:

* Preverjanje, ali # —> » obstaja,

ore zdaj v O(log 1) casa z bisekcijo
— Slabosti:

* Dodajanje in brisanje povezave sta zdaj nujno
O(deg(u) + deg(v)) = O(1"), da seznam ostane urejen

* Brisanje b1 §lo lahko v O(1), ¢e je seznam predstavljen z linked listo in
ce ze vemo, kje v njej je clen, ki predstavlja naso povezavo
— (Ampak linked lista ni primerna za bisekcijo)



Seznami sosedov

* KompaktnejSa predstavitev:

— Vse sezname zlozimo skupaj
v eno dolgo tabelo (vektor)

— Za vsako tocko hranimo njeno sosed;
stopnjo in indeks prvega soseda
v tabeli

: . > E:
— Prikladno, ce grafa ne bomo
L. . PripraviGraft( n, vector<pair< - >»& povezave)
spreminjali

V.resize(n); E.resize(2 * povezave.size());

for (Tocka &t : V) t.stopnja = 8;
For ( [u, v] : povezave) { V[u].stopnja++; V[v].stopnja++; }

For ( u=8a, prvi = 8; u < n; w+) {
V[u].prvi = prvi;
prvi += V[u].stopnja;
V[u].stopnja = @; }

For ( [u, v] : povezave) {
&P1 E[V[u].prvi + V[u].stopnja++]; Pl.sosed
&P2 = E[V[v].prvi + V[v].stopnja++]; P2.sosed




Hibridna resitev

* Povezavo # —> v predstavimo z enim zapisom (strukturo), ki je vkljucen v:

Seznam #-jevih naslednikov

Seznam z-jevih predhodnikov

Hash tabelo povezav, kjer se (#, ») uporabi kot kljuc¢
Vst seznami so doubly-linked liste (za pocent brisanje)

Namesto na kopici jih lahko hranimo v eni veliki tabeli/vektotju in namesto
kazalcev potem uporabljamo indekse v to tabelo

e Prednosti:

Dodajanje, brisanje, preverjanje obstoja povezave v O(1) casa
Pregled vseh sosedov #-ja v O(deg(#)) casa

Pregled vseh povezav v O(1” + E) casa

Porabi O(I” + E) pomnilnika

e Slabostt;

Bolj zapletena implementacija

Nekaj vec¢ overheada



Hibridna resitev

I

vector<Tocka> V;
vector<Povezava *»> E;

int HashFunc(int u, int v) { return (u + v} * (u

Povezava *DodajPovezavo({int u, int wv)

{
Povezava *P = new Povezava;
P->nu = V[u].pn; ¥[u]l-pn
P->nv = V[u].pp; V[u]-pp

int hc = HashFunc{u, v) % E.size();
P->nh = E[hc]; E[hc] = P;

+v+1) /2 +u; }

Povezava *PoisciPovezavo(int u, int v)
{
int hc = HashFunc(u, v) % E.size();
for (Povezava *P = E[hc]; P; P = P-»nh)
if (P-»u == u &% P->v == v} return P;

0id PobrisiPovezavo(Povezava *P)

1

int u = P->u, v = P->v;

if (P-»pu) P->pu->nu
if (P-»nu) P->nu->pu

P-»nu; else V[u
P->pu;

if (P->pv) P->pv->nv
if (P-»nv) P->nv->pv

P->nv; else V[v].pp
P->pv;

int hc = HashFunc{u, v) ¥ E.size();
if (P-»ph) P-»ph->nh = P-»nh; else E[hc] =
if (P-»nh) P-»nh->ph = P->ph;

mplate<typename Func>
pid MastejNaslednike(int u, Func &&f)
1
for (Povezava *P = V[ul.pn; P; P = P->nu)
£(P);




Implicitna predstavitev

e Vcasth grafa sploh ni treba eksplicitno predstaviti v
pomnilniku
— Ce znamo za poljubno # izracunati/nasteti njene sosede »
— Ce znamo za poljuben (#, ») izracunati/preveriti, ali obstaja
povezava # —> v (in kako dolga je ipd.)
* Npr. ce graf predstavlja prostor stanj neke 1gre
— Tocka = stanje igre
— Povezava = sprememba, ki se zgodi v eni potezi

* Ali znamo nasteti veljavne poteze v danem stanju igre?

* Ali zhamo za vsako potezo 1zracunati novo stanje?



Preiskovanje grafa
v Sirino

(BES = breadth-first search)



Preiskovanje v Sirino

Na sistematicen nacin pregledamo vse tocke, ki so dosegljive 1z neke zacetne tocke

for (u = 0; u < n; ut+) odkritaln] = false,;
O = prazna vrsta;
odkrita[g] = true; dodaj g na konec vrste 0,
while () ni prazna:
# = tocka z zacetka vrste (; pobrisi jo 1z
za vsako #-jevo sosedo »:  [ali vsako naslednico, Ce je graf usmerjen]
if (odkrita|r]) continue;
odkritalv] = true; dodaj » na konec vrste Q;
O hrani tocke, ki smo jih ze odkrili, ne pa se obiskali
Tabela odkrita preprecuje, da bi 1sto tocko dodali v Q) po veckrat
Ko tocko obiscemo, odkrijemo vse njene sosede
Tocke obiskujemo po narascajoct oddaljenosti od 3:
najprej g, potem njene sosede, potem sosede sosed, itd.

Tocka gre skozi tri stanja: neodkrita — [odkrita, a neobiskana] — obiskana



Preiskovanje v Sirino

* TLahko namesto vrste uporabimo vektor/tabelo in nam v njem
nastane seznam vseh tock, dosegljivih 1z z:

for (n = 0; u = n; u++) odkritaln] = false;
head = 0; ) = prazen vektor; dodaj 7 na konec g
while (bead < Q.size()) {
u = Qlhead++];
za vsako #-jevo sosedo v:
if (odkritalr]) continue;
odkrita|v] = true; dodaj v na konec Q; }
* (Olhead..Q.size() — 1] je zdaj vrsta Se neobiskanih tock

* ( kot celota pa na koncu vsebuje vse tocke, dosegljive iz g, po
narascajoci oddaljenosti od



Racunanje oddaljenosti

Postopka n1 tezko dopolniti tako, da za vsako tocko racuna oddaljenost od 3:
for (u = 0; u < ny ut+) dlu] = -1, plu] = —1;
O = prazna vrsta;
d[z] = 0; dodaj g na konec vrste {;
while 0 ni prazna:
# = tocka z zacetka vrste {; pobrisi jo 1z (;
za vsako #-jevo sosedo »:
if (d]»] =2 0) continue;
dlv] = dl#] + 1; p[v] = #; dodaj » na konec vrste O;
* Na koncu je d|#] dolzina najkrajSe poti od z do u
oz.—1, ¢e u ni dosegljiva 1z
— u-jev predhodnik na tej najkrajsi poti pa je p[#] = lahko rekonstruiramo célo pot
— Nastane drevo najkrajSih poti

Tu je pod ,,dolzina poti* misljeno Stevilo povezav na njej

— Ce so povezave razli¢no dolge, potrebujemo druga¢ne postopke
(npr. Dijkstrov algoritem)



Pregled celega grata

* Doslej smo preiskali vse tocke, dosegljive iz z
— Toje ravno z-jeva povezana komponenta [Ce je graf neusmerjen]|

* Ce hocemo preiskati cel graf, ovijemo to v Se eno zanko

— Spotoma lahko tudi Stejemo povezane komponente in si zapiSemo, katera tocka pripada kateri od njih

K= 0; for (u = 0; u < ny u++) komp[u] = —1;
for (3= 0; 3 < x+4) if (komp[3] < 0) {
O = prazna vrsta;
komp|z] = K; dodaj g na konec vrste O,
while Q ni prazna:
# = tocka z zacetka vrste (; pobrisi jo iz 0,
za vsako #-jevo sosedo »:
if (komp[v] =2 0) continue;
komplv] = K; dodaj » na konec vrste 0,
K+=1;}

«  Casovna zahtevnost O(1” + E),* prostorska O(1")

—  *Oz. O(17?), ¢e imamo matriko sosednosti

* Na koncu vemo, da imamo K povezanth komponent
— Tocka # pripada komponenti £omp|#] (z obmocja 0, ..., K—1)



Primer naloge: dvobarvanje

*  Barvanje grafa: pobarvaj vsako tocko tako, da nobena povezava nima obeh krajisc iste barve

Trivialno: vsaka tocka ima drugo barvo...
NP-tezko: uporabi minimalno Stevilo barv

*  Ne-optimalne resitve: pozresni algoritem, simulirano ohlajanje ipd.
Lahko: barvaj z 2 barvama ali ugotovi, da je nemogoce

¢ Dvobarvanje obstaja < ni ciklov lihe dolzine <> graf je dvodelen

* Resitev: iskanje v sirino

Pobarvajmo eno tocko ¢rno; njene sosede morajo biti torej bele;
njzhove sosede morajo biti torej ¢rne; ipd.

Tako doloc¢imo barve vseh tock, ki so dosegljive iz zacetne, ali pa ugotovimo, da se ne da

Podobno obdelamo $e ostale komponente
for (u = 0; u < n; ut++) barvalu] = —1; // —1 = nepobarvano, 0 = ¢rno, 1 = belo
for (3= 0; z < m; z++) if (barva[z] < 0)
O = prazna vrsta;
barva|z] = 0; dodaj g na konec vrste O,
while O ni prazna:
# = tocka z zacetka vrste Q; pobrisi jo iz 0;
za vsako #-jevo sosedo v:
if (barva|v] == barvalu]) teturn false; // # in v sta istobarvni sosedi; dvobatrvanje ni mogoce
if (barva|v) == 1 — barvalu]) continue;
barva|v] = 1 — barva[#]; dodaj v na konec vrste 0



Primer naloge: karavana

* Dan je neusmerjen, povezan graf, vse povezave so enako dolge

Karavana bo $la od s do 7 po eni od najkrajsih poti
Razbojniki za¢nejo v rin bodo sli do 7-ju najblizje tocke na tisti poti

Kako dale¢ bodo morali iti? IS¢emo max tega po vseh moznih poteh karavane

* Preprostejsa resitev:

Z iskanjem v $irino iz s, 7, r dolo¢imo za vsako # njeno oddaljenost od teh treh tock
Najbo IV, = {#n e 1V:d, > k} — tocke, ki jih razbojniki ne dosezejo v £ korakih
Is¢emo torej najvedii £, pri katerem obstaja taka pot od s do #dolzine 4,
ki se giblje le po tockah 1z 17,

Za nek £ lahko obstoj take poti preverimo tako, da Se enkrat pozenemo iskanje v $irino iz s,

pri ¢emer se izogibamo tockam z 4, < £ ;
in pogledamo, ce je najkrajsa pot od s do 7 se vedno dolga d,

Najvecji primerni £ poiSc¢emo z bisekcijo —> ¢asovna zahtevnost O((1” + E) log )

* Boljsa resitev:

Naj bo f(#) = najvecji 4, pri katerem obstaja taka pot od s do # dolzine 4, ,,
ki se giblje le po tockah 1z 17,
To je koristno racunati po narascajoci 4,,

To je ravno tisti vrstni red, v katerem je BES (z zacetkom v i) pregledal graf
Zacetek: f(s) =d,.—
Kasneje: f(#) = min{d,,— 1, max{/(») : vje sosed w-jaind, =d + 1}}
Na koncu vrnemo f(#) —> ¢asovna zahtevnost O(1” + E)



Primer naloge: predelava stevil

e Danistacelistevilizin b,1 <a<b<10°
— Radi bi predelali 2 v 4 s ¢im manj koraki
— Dovoljena sta dva tipa korakov: x — 2x1n x —> 10x + 1
* Resitev: iskanje v Sirino
— Tocke = stevila od @ do 2,
povezave: x —> yzay € {2x, 10x + 1}, Ce y< b
— Grat je seveda predstavljen implicitno

— Eksplicitno hranimo le mnozico ze odkritih stevil in
vrsto ze odkritih, a Se neobiskanih Stevil

— Izkaze se,da pria = 1, b = 10° dosezemo okrog 70000
Stevil



Preiskovanje grafa
v globino

(DES = depth-first search)



Preiskovanje v globino

Tudi ta postopek preisce vse tocke, dosegljive 1z dane zacetne tocke g
Najlaze ga je zapisati z rekurzijo:
for (n = 0; u < n; ut+) obiskanalu] = false;
def Obisci(u):
obiskanalu] = true;
za vsako #-jevo sosedo/naslednico v
if (! obiskanalv)) Obisci(v),
Obisci();
Ce ho¢emo obiskati cel graf / nasteti povezane komponente:
for (3= 0; 3 < n, z++) if (! obiskana|z)) Obisci(3);
Lahko bi si ob klicu Obisci(v) zapisali p[v] = «
— Tako spet nastane neko vpeto drevo poti od g do vseh ostalih tock, ki so dosegljive iz g
— Vendar to zdaj niso nujno najkrajse poti od g do teh ostalih tock
Ko se vrnemo iz klica Obisci(u), vemo, da so obiskane vse tocke, ki so dosegljive 1z #
— [nekatere so bile mogoce obiskane Ze pred tem klicem]
Tocka gre skozi 3 stanja:
neodkrita — obiskana (rek. klic v teku) — obiskana (rek. klic zakljucen)

Asimptoticna ¢as./prost. zahtevnost je enaka kot pti iskanju v sirino

DFS je pomemben gradnik nekaterih drugth algoritmov
(krepko povezane komponente, mostovi)



Preiskovanje v globino

* Ce se hocemo 1zogniti rekurziji:
— Sami moramo voditi sklad trenutno odprtih tock

— Ko se vrnemo iz rekurzivnega klica, si moramo zapomniti,

za katerega soseda je ¢ brs(int 2)
to bilo, da bomo s o e e
potem nadaljevali pri ey
naSICdnjem : int u = s.top(); obiskana[u] = true;
— Prednost: prihranimo int v - prej;

nekaj pomnilnika
in mogoée éasa } -..-}"i_ZE_{-.,r »= B8 &E_: Dbigk:ana[.'-.-']:];

if (v ¢ 8) { prej = u; s.pop(); }

else { prej = -1; s.push{v); }




Odkrivanje ciklov

e Rekli smo:
— Tocka gre skozi 3 stanja:
neodkrita —> obiskana (rek. klic v teku) — obiskana (rek. klic zakljucen)
— Preden se vrnemo iz rek. klica za #, obis¢emo vse, kar je dosegljivo iz #
* Recimo, da obstaja cikel C
— Prej ali slej prvi¢ dosezemo neko tocko tega cikla, recimo #
— Preden se vrnemo iz klica Obisci(#), bomo obiskali vse ostale tocke cikla C
— Torej bomo 1z ene od njih poskusali priti tudi nazaj v #, ki pa bo tedaj Se odprta
for (n = 0; u < n; u++) stanjelu] = NEODKRITA;
def Obisci(u, p):
stanje[#] = OBISKVTEKU;
za vsako #-jevo sosedo/naslednico »:
if (v |= p and stanje|v] == OBISKVTEKU)  // v|= p le pri neusmerjenih grafih
obstaja cikel, ki ga tvorijo tocke na skladuv — ... = p —> v —> s,
if (stanje[r] == NEODKRITA) Obisci(v, u);
stanje]un] = OBISKANA;
for (3 = 0; 3 < m; 2++) if (stanye[z] == NEODKRITA) Obisci(z , —1);



Topolosko urejanje



Topoloski vrstni red

* (za usmerjene grafe)

— Topoloski vrstni red je katerikoli tak vrstni red tock,
pri katerem za vsako povezavo # —> v velja,
da je # v vrstnem redu pred »

* Top. vrstni red obstaja natanko tedaj, ko je graf aciklicen

— Koristno za preverjanje aciklicnosti / iskanje ciklov

e (Ce nariSemo tocke v tem vrstnem redu,
kazejo vse povezave desno
— Po takem grafu se lahko premikamo le od leve proti desni

— Koristno za iskanje najkrajsih poti (tudi ce so povezave razlicno dolge)



v . .
Topolosko urejanje
e Ideja:
— Na zacetku top. vrst. reda je lahko le tocka z vhodno stopnjo 0
— Vzemimo poljubno tako tocko, postavimo jo na zacetek

— Njene izhodne povezave nas pri razporejanju ostalih tock ne bodo mogle ve¢ ovirati, zato to
tocko in njene povezave v mislih pobriSemo iz grafa

— Ponavljamo, dokler ni graf prazen
for (v = 0; u < n; ut+) inDeglu] = 0,
za vsako povezavo (# —> v) iz E: inDeg[v] +=1;
T = prazen seznam,; head = 0;
for (v = 0; u < n; ut+) if (inDeglu] == 0) T.append(u);
while head < len(T) :
u = Tlhead); head += 1,
za vsako #-jevo naslednico »:
inDeglv] —= 1
if (inDeg|v] == 0) T.append(v);
* mDeglu] torej steje, koliko je povezav, ki kazejo v # iz tock, ki Se niso v T’
* Na koncu je T topoloski vrstni red
— Cev T-ju ni vseh tock, to pomeni, da je v grafu cikel
— Najdemo ga lahko tako, da za¢nemo v poljubni tocki, ki je Se ni v T

— Na vsakem koraku gremo nazaj po eni od vhodnih povezav [tistih, ki jih Se nismo pobrisali]
v poljubno tako tocko, ki je Se ni v T [iste povezave ne uporabimo po veckrat]

— Prej ali slej obis¢emo neko tocko ze drugi¢ — imamo cikel



Topolosko urejanje in DES

Ko se konca rekurzivni klic za #, smo ze obiskali vse,
kar je dosegljivo 1z #
— To pa je vse, kar mora bitt za #-jem v topoloskem vrstnem

redu

— Dodajmo torej takrat # na zacetek nekega seznama
* Ob koncu postopka ta seznam vsebuje ravno nek
topoloski vrstni red grafa
— (Ce je bil graf aciklicen)

— Kako med DFSjem preveriti acikli¢nost, pa smo tudi ze videli



NajkrajsePoti( Grat » z, vectorg

° vector< > inDeg(G.n); D.resize(G.n);

[ ]
IS |< an e na for ( Uu=28; u<G.n; ut+) inDeglu] = 8, D[u] = INF;
For ( [u, v] : G.Povezave()}) ++inDeg[v];

vector< ; head = 8; D[z] = @;
u=2=8; u<G.n; ur+) it (inDeg[u] == @) T.push_back{u};

Recimo, da ima povezava # —> v do]Z il
— Dolzina poti = vsota dolzin povezav U = Tlhead+];
Vv VvV . v . . —",:;.-. ( ["-"; 'd_l 1U,] - G.N Sl d |'({ ]:I I
— Is¢emo najkrajse pott od g do ostalih (ooro v, awn] < s hastedntia(s

it (--inDeg[v] == 8) T.push_back(v); }

Ce je graf aciklicen in usmerjen, T
si lahko pomagamo s topoloskim v ——
— (Kaj pa, ce je aciklicen in neusmerjenr)
Najkraj$a pot od g do v je gotovo take oblike:
— Zadnji korak je neka povezava # —> v
— Pred tem imamo najkrajso pot od g do #
— Dobimo formulo d(z, ») = min{ d(z, #) + d,, : # je predhodnik »-ja}
— Ce gremo po #-jih v topoloskem vrstnem redu, bomo vedno imeli Ze izracunane
d(z, #) za vse v-jeve predhodnike #, ko jth bomo potrebovali za 1zracun 4(z, v)

— To lahko celo racunamo ze ob topoloskem urejanju



Drevesa



Drevesa

Drevo = neusmerjen, aciklicen, povezan graf
— Ima 7 tock in #»— 1 povezav
— Od vsake tocke obstaja natanko ena pot do vsake druge
— Tockam v korenu pogosto pravimo vozli§¢a (nodes)
Drevo s korenom (rooted tree)
— Star$, otroci, predniki, potomci
— Globina, plasti
— Poddrevo [s korenom #] = podgraf, ki ga inducirajo
vozli§¢e # + vsi njegovi potomci
— Predelava drevesa v drevo s korenom
Drevo z vrstnim redom otrok (ordered tree)
— Ni nam vseeno, kateri otrok je prvi, kateri drugi itd.

Binarno drevo

— Loc¢imo med levim in desnim otrokom, tudi ce je en sam



Primer naloge: popravilo cest

* Dan je neusmerjen aciklicen povezan graf cestnega
omrezja
— Tocke = mesta; povezave = ceste

— V enem dnevu lahko popravimo poljubno mnozico povezav,
ce le nimata nobeni dve nobenega skupnega krajisca

— Koliko dni potrebujemo, da popravimo vser?

e Resitev: 1zberimo si koren

— Naj bo f(#) stevilo dni1, potrebnih, da popravimo vse ceste v
#-jevem poddrevesu + tisto, ki povezuje # z njegovim starSem
[ce odmislimo vse, kar se doga)a drugod po drevesu]

— Ce ima # otroke Yy , Uy
S (#) = max{deg(), f (), - f (o)}

— To racunamo od spodaj gor, na koncu vrnemo max, /(%)



Primer naloge: najdaljsa pot v drevesu

* Naloga: dano je drevo, poisci najdaljso pot v njem

Spomnimo se, da se tocke na poti ne smejo ponavljati

e Resitev: izberimo si koren

i
S = max(f[4, G +1);

Postavimo se v koren, oglejmo si njegova poddrevesa

Najdaljsa pot bodisi v celoti lezi v enem od poddreves ali pa pride iz enega
poddrevesa, gre skozi koren in se spusti v neko drugo poddrevo

V prvem primeru moramo le rediti isti problem v poddrevesu

V drugem primeru moramo poiskati najgloblji dve poddrevesi in speljati v vsako
od njiju po en krak poti

Naj bo g(#) globina poddrevesa s korenom # in naj bo f(#) dolzina najdaljse poti v
tem poddrevesu

Pri vsakem
G =0,G, =044 =1, fl#] = 0 .
za vsakega #-jevega otroka v: : : .
izrac¢unaj g[4] in f[7] z rekurzivaim klicem; ° Zapomnimo si vrstni red, v katerem
g4 = max(g[#], g[s] + 1); BES/DES iz korena obiskuje tocke
f [#] = max(f[%], f [”]); e Gremo po tem vrstnem redu od
if (g1] > G)) { Gy = Gys Gy = gl }
else if (g[2] > Gz) G 4

Ni nujno zares uporabljati rekurzije

konca proti zacetku 1n izvajamo
postopek na levi

* Otroct = vst sosedje, za katere smo
ta postopek ze izvedli



Fulerjev obhod



Detinicija

Eulerjev sprehod/obhod = sprehod/obhod, ki prehodi vsako povezavo
grafa natanko enkrat

— Hamiltonova pot/cikel = pot/cikel, ki obisce vsako tocko grafa natanko enkrat

— Vprasanje, ali v gratu sploh obstaja Hamiltonov cikel, je NP-tezak problem
Eulerjev obhod obstaja natanko tedaj, ko:

— (neusmerjen graf) je graf povezan in vsaka tocka ima sodo stopnjo

— (usmerjen graf) je grat krepko povezan in pri vsaki tocki je vhodna stopnja enaka
izhodni

Eulerjev sprehod obstaja natanko tedaj, ko:

— (neusmerjen graf) je graf povezan, 0 ali 2 tocki imata liho stopnjo, ostale sodo

— (usmerjen graf) je graf krepko povezan, razlika med vhodno in izhodno stopnjo je
pri najvec eni tocki 1, pri najvec eni —1 in pri ostalth 0



Iskanje Fulerjevega obhoda

Hierholzertjev algoritem:

Zacnimo pri poljubni tocki z
Na vsakem koraku nadaljujmo pot po poljubni Se neuporabljeni povezavi
Prej ali slej pridemo spet v g
* Drugje se ne bomo zataknili, saj imajo vse tocke sodo stopnjo
Imamo nek obhod, ki pa Se ne pokrije nujno vseh tock in povezav
Vsaka tocka na obhodu ima sodo stevilo (lahko 0) Se neuporabljenih povezav
Zacnimo pri poljubni taki, ki ima Se vsaj 2 neuporabljeni povezavi, in pozenimo
ist1 postopek od tam — dobimo nov obhod, s katerim dopolnimo prejsnjega

Ponavljamo, dokler ne porabimo vseh povezav

Za ucinkovito implementacijo:

Za vsako tocko imejmo doubly linked listo se neuporabljenih povezav, da bomo
lahko uporabljene povezave poceni brisali



