Dinamiéno programiranje



Ena od nalog z lanskega juZnoameriskega regijskega
tekmovanja ACM (malo okles€ena)

Imamo podolgovato zemljisCe,
siroko 1 enoto in dolgo x; + x, + ... + x_ enot.

Radi bi ga z navpi€nimi €rtami razdelili na 7 zemljis€,
dolgih po xy, x,, ..., x, enot (v tem vrstnem redu).
Vsaki€ ko razreZemo zemljis€e dolZine a + /

na zemljis€e dolZine a in zemljis€e dolZine 4,
moramo pla€ati max(a, /) denarnih enot davka.

V kaksnem vrstnem redu naj reZemo zemljisCe?



Primer

* n=4,x =52>x=1,x=2,x =3.

11 — 8 + 3 (davek: 8) 11 = 5 + 6 (davek: 6)
8 — 6 + 2 (davek: 6) 6 — 3 + 3 (davek: 3)
6 — 5+ 1 (davek: 5) 3 — 2+ 1 (davek: 2)

(davek skupaj: 19) (davek skupaj: 11)



Problem in podproblemi

* Nas prvi rez razreZe zemljis€e na dva kosa.
Recimo, da je levi kos Sirok x; + x, + ... + x, enot,
desni pa x,,; + x,,, + ... + x, enot.

* Zdajje, kar je; davek bomo pla€ali; potem pa nam preostane le
Se to, da vsakega od teh dveh kosov posebej razreZemo €im

cencjce.
— Levi kos ni€ ne vpliva na desnega in obratno.

— Torej je vsak od njiju sam zase pravzaprav Cisto enak problem kot
prvotni, le da je malo manjsi:
namesto na # zemljiS€ b1 radi delili na £ (pri levem kosu)
oz. na 7 — & (pri desnem kosu)

* Ker pa vhaprej ne vemo, kateri £ bo pripeljal do najcenejse
resitve, moramo pa€ preizkusiti vse.



Rekurzivna resitev

* Problem smo razbili na podprobleme, ki so mu v vseh pogledih
enaki (le da so manjsi), tako da se ga je pametno lotiti z rekurzijo.

function Res7(x;, x, ..., x)
if » = 1 then return 0; { robni primer — ni €esa rezati |
MinCena := oo;
for£:=1ton—1do
Cena := max(x; + ...+ x,, x4+ .. +x)
+ Resi(ocy, .oy x5 + Re$i(xcy, s ooy X);
if Cena < MinCena then MinCena = Cena,

return MimnCena;

* Vidimo lahko, da je zaporedje, ki ga prenasamo kot parameter,
vedno neko podzaporedje prvotnega (xy, ..., x).

— Zato je v praksi dovolj, &e povemo le zaCetni in konéni indeks,
celotno zaporedje pa hranimo v neki globalni spremenljivki.



Rekurzivna resitev

function Ref7(7, 7))  { reSuje podzaporedije (x;, x4, ..., X, X)) }
if » = 1 then return 0; { ni Cesa rezati }
MinCena := oo;
for £ := z'toj— 1 do
Cena := max(x; + ... + x,, x4+ ... T x)
+ Resili, #) + Resi(k + 1, ));
if Cena < MinCena then MinCena := Cena ;
return MmCena ;

oS

e Zalje ta reSitev Easovno precej potratna.



Casovna zahtevnost

Ce je m:= j— i+ 1 dolZina opazovanega podzaporedia,
bo Res? poklicala po dva klica za podzaporedja
dolzine 1, 2, ..., mz — 1.
Naj bo #, stevilo klicev za podzaporedja dolZine 7.
Vidimo torej, da je #, = 1 (glavni klic),
nato pa H =2#, . tH ,t..+H).
=2
+#, )=2(1+2)=6
+# [ tH, )=2(1+2+06)=18
# =162, # =480, ..
malo potelovadimo z rodovnimi funkecijami, vidimo:
# o, =236
Vseh klicev skupaj bo
#H+# _tH#H, _,+.. +H#H,+H# =ravno 3L,
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Casovna zahtevnost

e Ce malo potelovadimo z rodovnimi funkcijami, vidimo:
# =03k
— Torej 2 - 3*~1 klicev za podzaporedja dolZine 7 — £.
— Toda zaporedje dolZine 7 ima
samo £ + 1 podzaporedij dolZine 7 — £.
— Torej o&itno veliko teh klicev po ve€krat obdeluje
ena in ista podzaporedjal
* Ideja: ko prvi€ obdelamo neko podzaporedje,
si shranimo rezultat v neko tabelo.

— Ob kasnejsih klicith ga poberemo od tam
in ga ni treba ponovno radunati.



Rekurzivni klici

RCSI(l 1) < R681(1 4) R€§1(4, 4)

~Rei(1,2) / \\’

Resi(1, l)/ Resi(l, 3 Resi(2, 4) Resi(3, 4) — Resi(4, 4)

\ v
Resi2,2)  Resi(l, y ] \ / \A\‘ Rt 4 Resi(3, 3)

Resi3,3) ~ Resi(%2) Resi(3, 4)

_Reii(1,2) ' .
Resi(1, 1) / Resi(2, 3) Resi(2, 3) \ Resi(4, 4)

Resi(2, 2) /\ /\ Resi(3, 3)

Re§i(2,2) Re$i(3,3)  Resi(2,2) Resi(3, 3)



Memoizacija (pomnjenje)

fori:=1tondofor;j:=7tondo s ] :=—1; {inicializacija tabele r }

function Res7(7, ) { resuje podzapoted]e (5 5 Xiags woes X145 X)) |

if » = 1 then return 0; { ni Cesa rezati }
if /{7, /] = 0 then return {7, j]; { resitev Ze poznamo |
MinCena := oo;

for £ := z'toj— 1 do
Cena := max(x; + .. + 5, , x0T oo T x)
+ Reyz(/z k) + Resi(k + 1, ));
if Cena < MinCena then MinCena := Cena ;
2, J] := MinCena,
return MimnCena ;

* Resi(i, ) porabi konstantno mnogo &asa,
razen Ce se prviC sreCuje s parom (2, /).
— Takrat pa porabi O( — 7) €asa, €e odmislimo €as za 1zvajanje rekurzivnih klicev.

* Skupaj imamo torej €asovno zahtevnost

2 Si=t, " [$t. zaporedij dolZine £][€as obdelave zaporedja dolZine £&] =
X, (n—k+ D=0+ 377+ 28)/6=007r).



DinamiCno programiranje

Resitev s prejsnje folije je v bistvu Ze dinami€no
programiranje.
Lahko pa smo Se bolj sistemati¢ni.
— Ko se 1zvajajo nasi rekurzivni klici, bomo prej ali slej
izraCunali resitev 7{, /| za vse pare (1, /), l si<j=<n.
— Preden lahko izraunamo #{z, /|,
potrebujemo vse 17, /| zai<i'< ;' <.
Tabelo 77, /| lahko torej polnimo €isto sistemati€no,
od kraj$ih podzaporedij proti daljsim.
— To nam zagotavlja, da bomo imeli vedno pri1 roki resitve
podproblemov, ki jth bomo potrebovali za trenutni problem.



DinamiCno programiranje

for;:= 1 to ndo 7z 7] := 0; { ni esa rezati }
for I.:=2to ndo
for;:=1ton— L+ 1dobegin
=i+ L—1;
12, 7] =
for £:=/to;/—1do
Cena := max(x; + ... + 5, , 5, T .. T x)
+ s, £ + e+ 1,/];
if Cena < 1z, j| then 1z, j| := Cena ;
end;
return {1, #];

To je $e vedno O(#°), tako kot prejsnja resitev.
B1 pa znala biti v praksi malo hitrejsa, ker je zdaj manj
overheada z rekurzivnimi klici, knjigovodstvom ipd.



Recept

* V nasem problemu opazimo podprobleme ki so 1stega tipa kot
glavni problem, le da so manjsi.

— Na primer: problem je zaporedje (x;, ..., X,),
podproblemi so podzaporedja (x;, x4, ..., Xi_ 15 xj)

— V bistvu st lahko mislimo, da smo problem malo posplosili.
V&asih je treba biti malo zvit, da opazi$ primerno posplositev.

— Resitev problema znamo izra€unati 1z resitev podproblemov.
* Podproblemi imajo spet svoje podpodrobleme, itd.
— Opazimo, da se za8nejo podpodproblemi, podpodpodproblemi, itd.

ponavljati.
— Zato pazimo, da ne raCunamo istega podpod...problema po veCkrat.
* Resitev podpod...problema si zapomnimo,
ker bo prisla prav Se kasneje (memoizacija).
— Lahko pa tudi sistemati€no obdelamo vse podpod...probleme
od manjsih proti ve€jim.
— Lahko st tudi zapomnimo, £ako smo prisli do resitve.

S pomogjo teh podatkov na koncu rekonstruiramo najboljso resitev
(npt. to, v kaksSnem vrstnem redu moramo rezati zemljis&e).



TezZave

* Ce se podpod...problemi ne ponavljajo
oz. €e pa€ obstaja eksponentno mnogo razli€nih
podpod...problemov, st z dinami€nim programiranjem pa€ ne
moremo pomagati do polinomske resitve.
— Na primer, €e imamo opravka s podmnoZicami namesto (strnjenimi)
podzaporedjt
— Mogoc€e je taksna eksponentna zahtevnost Se vseeno sprejemljiva, &e je 7
majhen
« Ceje podpod...problemov polinomsko mnogo, jih je lahko se
vseeno preveC, da bi hranili vse njthove resitve v pomnilniku,
— Odvisno seveda od tega, s kaksnim 7 imamo opravka.
— V¢&asih se da resitve majhnih pod...problemov sproti pozabljatt (npz. €e je
podproblem velikostt £ odvisen le od podproblemov velikosti £ — 1, ne pa
od tistth velikosti £ — 2 in manjsih).



Se nekaj primerov nalog za DP

* Dan je niz 5,4,...5,. Dovoljene operacije: brisanje €rke,
dodajanje &rke, vrivanje &rke. Koliko korakov
potrebujes, da dobis 1z njega niz £ 4,...2 ? (Levenshtein,
urejevalniska razdalja)

— Podproblem: f{z, /) = koliko korakov potrebujes,

da iz niza ss;,,...5, naredis niz 77, .7,

—fo)=fi+1,7+1),8es,=1¢
N =min(l + i+ 1,)).1 ¥ fi,j+ 1)} sicer.
* Dan je graf, poi§&i najkrajse pott med vsemi pari to€k.
(Floyd-Warshall)
— Podproblem: f{u, v, £) = dolZina najkrajse poti od to€ke # do
to€ke », pri emer med njima hodi le po to€kah {1, ..., &},
po ostalih pa ne.

— fu, v, &) = min(flu, v, k= 1), fu, by k—1) + flk, v, &—1)}



Se nekaj primerov nalog za DP

(Triangulacija) Dan je mnogokotnik, izberi nekaj diagonal (ki se
ne smejo sekati), tako da bo razpadel na trikotnike in bo vsota
njthovih cen minimalna.

— Naj bodo A, A,, ..., A, oglis€a nasega mnogokotnika.

— Podproblem: f{7, ) = trianguliraj mnogokotnik 4.4, , ... .A._ | A.

J=157
— Ideja: daljica A; A, bo v trikotniku z nekim oglisGem A,

f(z,j) min{ cena(A; Ay A) + fi, &) + flk, ) 1 i < k </}
Rad bi zmnoZil zaporedje matrik. Kako postaviti oklepaje, da bo
skupna cena mnoZenja najmanjsar
Dan je “vzorec” — niz, v katerem nastopata wildcarda * in ?.
Ali se dano ime datoteke ujema s tem vzorcem?
— Posplositev: dan je poljuben regularni izraz.
Dana sta dva niza, pois€i najdaljsi skupni nestrnjent podniz.

Itd., 1td., itd.



PoZresnt algoritmi

Greed is good. Greed workes.
GORDON GEKKO



Ideja

* PoZresni algoritmi gradijo resitev postopoma
— Vsaki€ naredijo tak korak, ki nam v tistem hipu resitev najbolj izboljsa
— Ne obremenjujejo se s tem, ali je ta korak tudi dolgoro€no dober ali ne
— Ne vra€ajo se nazaj in popravljajo prej sprejetth odlo€itev, Ee se izkaZe,

da niso bile dobre

* Ponavadi to ni najbolj pametno, vendar...
— Pri nekaterih problemih se izkaZe, da poZresni algoritem vrne optimalno
resitev.
* Spodobi se, da to tudi dokaZemo

* Ti dokazi gredo vsi po istem kopitu: vzamemo optimalno resitev in jo korak
za korakom predelamo v poZresno resitev, ne da bi se pri tem kdaj poslabsala

— Pri nekaterih drugih problemih se 1zkaZe vsaj, da poZres$ni algoritem vrne
nek priblizek optimalne resitve

* In mogoc€e lahko tudi povemo, za koliko je slabsi od optimalne



Trajekt

Imamo 7 vozil z dolZinami d,, d,, ..., d,

Nekaj jth moramo izbrati za na trajekt, pri Eemer skupna dolZina ne sme
preseCi D
Katere naj izberemo, da jth bo €im veg&?
Resitev: uredimo jith po dolZini

d=20;7:=0;

while /+ 1 <zand d+ d.., > D) {

i:i+1;d:d+51’z.;}

Intuitivno je zelo o€itno, da je ta 1zbor vozil optimalen

— Spodobi pa se, da znamo to tudi dokazati

— Pri nekaterih nalogah sploh ni tako o€itno, da je poZresna reSitev res optimalna



SN A S o e

10.

11.

Trajekti — dokaz

Mislimo si vozila ostevil€ena po naras€ajo€i dolZini

Najbo A4 C {1, ..., n} mnoZica indeksov, ki tvotijo optimalno resitev

Naj bo B = {1, 2, ..., &£} nasa poZresna resitev

O¢itno je |A| = |B]. Ce velja enakost, je B tudi optimalna in smo kon€&ali.
Ostane $e primer, ko je |A| > | B].

Ali je mogo€e B € 42 Ne, kajti B smo sestavili tako, da vanj ni mogo€e dodati niti
najkrajsega izmed vozil {£+1, ..., #}, ne da bi presegli mejo D

Torej obstaja nek x € B — _A; €e je takih ve€, vzemimo med njimi najmanjsega.
To med drugim pomeni, da so indeksi 1, 2, ..., x— 1 prisotni tako v _4 kot v B.
Po drugi strani, ker je |A| > |B|, obstaja nek y € .4 — B.

Iz prejsSnje to€ke sledi, da yni eden od 1, 2, ..., x— 1, torej mora biti y > x.

Zato pa tudi d, = 4, in Ee v A zamenjamo vozilo y z vozilom x; se skupna dolZina ne
pove€a (lahko ostane enaka ali pa se celo zmanjsa).

Tako popravljena .4 ostane veljavna, ima enako Stevilo vozil kot prej, njen presek z B pa je
za eno ve&ji kot prej.
Razmislek v to€kah 7 — 10 lahko ponavljamo in presek .4 M B ves €as naras€a. Prej ali slej

pridemo do B € A, kar pa je nemogoc&e (to€ka 6), torej smo v protislovju. Torej je bila
predpostavka | A| > | B| iz to€ke 5 nemogo&a.



Ograja

Imamo ograjo iz # des€ic (vsaka je dolga po 1 meter),
nekatere des€ice so poskodovane

Zamenjali jih bomo tako, da bomo £ zaporednih des&ic

zamenjali z eno novo (&-metrsko) desko

— Lahko je kaksna od zamenjanih des€ic tudi neposkodovana
Koliko je najmanjse potrebno stevilo novih £&-metrskih desk?
PoZresna resitev:
: = 0; while (7 < #)
if (poskodovanali]) { za€ni tu novo desko; 7 += £; }
else; =7+ 1;

—_
(N}
o
=
Ut
=)
|
o
Ne)



Ograja — dokaz

Razpored desk lahko predstavimo tako, da zapiSemo poloZaj levega konca vsake deske
— dobimo neko podmnoZico mnoZice {1, ..., #}.

Naj bo .4 optimalni razpored desk, B pa nas poZresni razpored; elemente obeh mnoZic
uredimo naras€ajoCe: a, ..., a,in by, ..., b,
(o€itno je £ = m, ker je A optimalna)

Primerjajmo 1stoleZne elemente: 4;in b, po naras€ajo€ih 2 Oglejmo si prv1 7, kjer
nastopi neujemanije: a; 7 b,

— Alije lahko ;> b2 To, da je nas poZresni algoritem za&el desko na &, pomeni, da je bila ,
polomljena in da je dotedanje deske (4, ... 4;,) niso poktile. Torej je tudi (4, ..., 4;1) ne
poktijejo (saj so to iste deske). Ge bi bila 4, > 4, je potemtakem tudi «; (in a,, , ..., a,) ne bi
pokrile, torej .4 sploh ne bi bila veljavna resitev.

— Torejje a; < b, Toda vse poskodovane des€ice, ki leZijo levo od 4;, so pokrite Ze z deskami
by, ..., b, (saj bl sicer poZresni algoritem postavil /~to desko bolj levo, ne Sele na ). Torej ni
nobene Skode, &e v resitvi A4 pomaknemo to desko z @, na b,

Gornijt razmislek ponavljamo, dokler je Se kaj neujeman;. S€asoma torej
pridemo do tega, da je @, = b, za vse 7od 1 do .
— Torej vsebuje A vse deske, ki jih vsebuje tudi B.

—  Ce bi vsebovala A e kak§no desko ve& (£ > m), ne bi bila optimalna, saj vemo, da Ze deske
iz B zados€ajo za popravilo cele ograje.

— Torejje £ = min B je optimalna.



Viadukt

Imamo viadukt, razdeljen na # €lenov

Dane so omejitve nosilnostt: (#,, »;, w) pomeni, da sme bitt skupno stevilo
avtomobilov na €lenth od #, do »; najve€ w,

alu) + alu, + 1] + ... + alv, — 1] + alp] = w,
Razporedi avtomobile po €lenih tako, da bodo upostevane vse omejitve in da
bo vsota 4[1] + ... + a[#] maksimalna
Resitev:

for (¢=0; < n t++) a| = 0;

for (= 0; 2 < n; t++)

alf] = min { w,— (alu] + a[n,+ 1] + ... + alv,— 1] +a[p)) 0, < 1< v, }

7




Viadukt — dokaz

Naj bo 4[1..n] resitev, ki jo je nasel nas poZresni algoritem;
a[l..n] pa naj bo optimalna resitev.

Ce je ve€ enako dobrih optimalnih resitev, vzemimo tisto z najve€jim «[1],
med njimi tisto z najve&jim «|2] itd.

Pois€imo najmanisi 7 kjer je a[4] % b[4).

Ali je lahko 4[7] > b[4]?
* Preden je poZresni algoritem definiral 4[4, je imel razpored (4[1], ..., b[i—1], 0,0, ..., 0).

In za b[7] je vzel najve€je Stevilo, s katerim takrat Se ne prekrsimo nobene od omejitev. Pri (7] > 5[/
bi to pomenilo, da je razpored (4[1], ..., b[s—1], 4[4, O, ..., 0) Ze neveljaven.
e Torejjea=([1], ..., bli—1], a[d], a|i + 1], ..., a[#]) Se bolj neveljaven — protislovje.
Torej je alz] < b]7]. Ker pa je skupno Stevilo vozil pri a ve€je kot pri b, mora imeti na nekem
kasnejsem €lenu a ve€ vozil kot b. Vzemimo torej najmanjsi / > z pri katerem je a[j] > 0.
a= (b1}, ..., 0lF-1],al, O, ..., 0O, a,...)
b= (b1], ..., b[~-1], b[4), b[: + 1], ... b]j— 1], B[], ...)
Ker je 2 optimalna, se 4[7] gotovo ne da pove€ati, ne da bi prekoraéili kaksno omejitev,
recimo (#,, v, , wy).

«  Ce bi ta omejitev v celoti leZala na obmo&ju od 1 do j— 1, bi bila v & torej prekora&ena.

Torej lahko 4|j] zmanjSamo za 1 in 4[/] pove€amo za 1, pa  ostane veljavna (kajti ta razmislek velja
za vsako omejitev, ki pokriva indeks 7) in postane leksikografsko ve€ja, kar je protislovije.



