Dinamicno programiranje

Janez Brank



Uvod

Mnoge optimizacijske probleme lahko resimo tako, da v problemu opazimo
manjse podprobleme
— Vsak podproblem je iste vrste kot prvotni problem, le malo manjst je
¢ Resimo ga tako, da v njem opazimo Se manjse podpodprobleme in tako napre;j
* Scasoma pridemo do trivialno majhnih pod...problemov, ki jih znhamo resiti
— Resitev vecjega problema znamo izracunati 1z resitev njegovih podproblemov
O dinamic¢nem programiranju govorimo v primerih,
ko se podproblemi ponavljajo

— Takrat si je koristno resitve podproblemov zapomniti,
da jih ne bo treba racunati po veckrat (memoizacija)

— S tem lahko prihranimo ogrommno ¢asa

— Pogosto lahko resitve podproblemov racunamo

zelo sistematicno, od manjsih k veéjim
[zziv je ponavadt:
— Opaziti, da je nasa naloga primerna za
reSevanje z dinamicnim programiranjem
— Domislitt se, kako razbiti problem na podprobleme

* Pri tem moramo problem pogosto malo posplositi



Dinamicno programiranje

Mnozenje matrik, oklepajski izrazi,
delitev zemljisca



Ena od nalog z juznoameriskega regijskega tekmovanja

ACM 2005 (malo oklescena)

Imamo podolgovato zemljisce,
siroko 1 enoto in dolgo x; + x, + ... + x, enot.

Radi bi ga z navpicnimi ¢rtami razdelili na # zemljisc,
dolgih po x, x,, ..., x, enot (v tem vrstnem redu).
Vsakic ko razrezemo zemljisce dolzine a + &

na zemljisc¢e dolzine a in zemljiS¢e dolzine 4,
moramo placati max(a, /) denarnih enot davka.

V kaksnem vrstnem redu naj rezemo zemljisce?



Primer

*n=4x =522 =1,x=2 x,=3.

11 = 8 + 3 (davek: §) 11 = 5 + 6 (davek: 6)
8 = 6 + 2 (davek: 6) 6 — 3 + 3 (davek: 3)
6 — 5+ 1 (davek: 5) 3 — 2+ 1 (davek: 2)

(davek skupaj: 19) (davek skupaj: 11)



Problem in podproblemi

* Nas prvi rez razreze zemljiS¢e na dva kosa.
Recimo, da je levi kos Sirok x; + x, + ... + x, enot,
desni pa x,,; + x,., T ... + x, enot.

* Zdajje, kar je; davek bomo placali; potem pa nam preostane le Se
to, da vsakega od teh dveh kosov posebej razrezemo ¢im ceneje.

— Levi kos ni¢ ne vpliva na desnega in obratno.

— Torej je vsak od njiju sam zase pravzaprav cisto enak problem kot
prvotni, le da je malo manjst:
namesto na # zemljis¢ b1 radi delili na £ (pri levem kosu)
oz. na 7 — £ (pri desnem kosu)

* Ker pa vhaprej ne vemo, kateri £ bo pripeljal do najcenejSe
resitve, moramo pac preizkusiti vse.



Rekurzivna resitev

* Problem smo razbili na podprobleme, ki so mu v vseh pogledih
enaki (le da so manjsi), tako da se ga je pametno lotiti z rekurzijo.

function Res7(x,, x,, ..., X))
if » =1 then return 0; { robni primer — ni Cesa rezati |
MinCena := oo;
for £:=1ton—-1do
Cena := max(x; + ...+ x,, x4+ ..+ x)
+ Resi(xy, ..., xp) + Resi(xcpq, ooy X);
if Cena < MinCena then MinCena := Cena;
return MinCena;

* Vidimo lahko, da je zaporedje, ki ga prenasamo kot parameter,

vedno neko podzaporedje prvotnega (xy, ..., X,).
— Zato je v prakst dovolj, ce povemo le zacetni in koncni indeks,
celotno zaporedje pa hranimo v neki globalni spremenljivki.



Rekurzivna resitev

function Refi(7, ) { resSuje podzaporedije (x;, X1, -0y X1 4, X) |
if » = 1 then return 0; { ni Cesa rezati }
MinCena .= oo;
for £:=/toj—1do
Cena := max(x; + ...+ x,, x5, + ..+ x)
+ Resils, £) + Resi(k + 1, ));
if Cena < MinCena then MinCena := Cena ;
return MmnCena ;

* Zalje ta resitev casovno precej potratna.



Casovna zahtevnost

Ceje m:=j— i+ 1 dolzina opazovanega podzaporedia,
bo Res7 poklicala po dva klica za podzaporedja

dolzine 1, 2, ..., m — 1.

Naj bo #, stevilo klicev za podzaporedja dolzine 7.
Vidimo torej, da je #ﬁ =1 (glavni klic),

nato pa H =20, TH# ,t..tH).
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Casovna zahtevnost

e Ce malo potelovadimo z rodovnimi funkcijami, vidimo:
#_,=2.3c1
— Torej 2 - 35~ ! klicev za podzaporedija dolzine 7 — £.
— Toda zaporedje dolzine # ima
samo £ + 1 podzaporedij dolzine 7 — £.
— Torej ocitno veliko teh klicev po veckrat obdeluje
ena 1n ista podzaporedjal
* Ideja: ko prvic obdelamo neko podzaporedje,
st shranimo rezultat v neko tabelo.

— Ob kasnejsih klicih ga poberemo od tam

in ga ni treba ponovno racunati.



Rekurzivni klict

Resi(1, 1) « Resi(1, 4) > Resi(4, 4)

~Resi(1, 2) *// \\»

% Resi(3, 4 Resi(4, 4
Resi(1, 1) Resi(l, 3) Resi(2, 4) esi(3, 4) — Resi(4, 4)

Resi(3,3)  Resi(2,2) Resi(3, 4)

__Reii(1,2)
Resi(1, 1) / Resi(2, 3) Resi(2, 3) Resi(4, 4)

Resi(2, 2) / \ / \ Resi(3, 3)

Resi(2,2) Redi(3,3)  Resi(2,2) Resi(3, 3)



Memoizacija (pomnjenje)

fori:=1tondoforj:=itondosj :=-1; {inicializacija tabele r }

function Resi(z, 7))  { reSuje podzapotedje (x;, Xy, -y X4, X) |

if » = 1 then return 0; { ni Cesa rezati }
if /{7, 7]] =0 then return {7, j|; { resitev Ze poznamo }
MinCena := oo;

for £:=7to;/—1do
Cena := max(x; + ... ¥ x,, Xz T oo T x)
+ Resili, #) + Resi(k + 1, ));
if Cena < MinCena then MinCena := Cena ;
"z, J] := MinCena
return MinCena ;

* Resi(z, j) porabi konstantno mnogo casa,
razen ce se prvic srecuje s parom (, /).
— Takrat pa porabi O(j — 7) ¢asa, ce odmislimo ¢as za izvajanje rekurzivnih klicev.
e Skupaj imamo torej casovno zahtevnost
2 ,—," [St. zaporedij dolzine £][¢as obdelave zagporedja dolzine £] =
X" (n—k+DE= (P + 312+ 20)/6 = O0P).



Dinamicno programiranje

Resitev s prejsnje folije je v bistvu ze dinamicno
programiranije.
Lahko pa smo $e bolj sistematicni.
— Ko se i1zvajajo nasi rekurzivni klici, bomo prej ali sle;
izracunali resitev 7{z, 7| za vse pare (7, /), 1 <7< 7 < n.
— Preden lahko izracunamo #{7, /|,
potrebujemo vse 17, /| za i <" < <
Tabelo 7]z, j] lahko torej polnimo ¢isto sistematicno,
od krajsih podzaporedij proti daljsim.
— To nam zagotavlja, da bomo imeli vedno pr1 roki resitve
podproblemov, ki jth bomo potrebovali za trenutni problem.



Dinamicno programiranje

for7:= 1 to ndo 7, 7] := 0; { ni Cesa rezati }
for [.:= 2 to ndo
for;:=1ton—L + 1dobegin
J=i+ L—1;
1z, 7| := oo;
for £:=:/toj—1do

Cena := max(x; + .. 5, 5 T o T x)

+ g, £ + e+ 1,/];
if Cena < rz, j] then #z, j| := Cena ;
end;
return {1, #|;

To je $e vedno O(#°), tako kot prejsnja resitev.
Bi1 pa znala biti v prakst malo hitrejsa, ker je zdaj man;
overheada z rekurzivnimi klici, knjigovodstvom ipd.



Recept

V nasem problemu opazimo podprobleme ki so istega tipa kot
glavni problem, le da so manjs.

— Na primer: problem je zaporedje (x, ..., x,),
podproblemi so podzaporedja (x;, Xy, «ry X1, X).

— V bistvu si lahko mislimo, da smo problem malo posplosili.
Vcasih je treba biti malo zvit, da opazi§ primerno posplositev.

— Resitev problema znamo izracunati 1z resitev podproblemov.

Podproblemi imajo spet svoje podpodrobleme, itd.
— Opazimo, da se zacnejo podpodproblemi, podpodpodproblemi, itd.
ponavljati.
— Zato pazimo, da ne racunamo istega podpod...problema po veckrat.

Resitev podpod...problema si zapomnimo,
ker bo prisla prav se kasneje (memoizacija).
— Lahko pa tudi sistematicno obdelamo vse podpod...probleme
od manjsih proti vecjim.
— Lahko st tudi zapomnimo, £ako smo prisli do resitve.

S pomocjo teh podatkov na koncu rekonstruiramo najboljso resitev
(npt. to, v kakSnem vrstnem redu moramo rezati zemljisce).



Tezave

* Cese podpod .problemi ne ponavljajo
oz. Ce pac obstaja cksponentno mnogo razlicnih
podpod problemov, st z dinamicnim programiranjem
pac ne moremo pomagati do polinomske resitve.

e Ce je podpod...problemov polinomsko mnogo, jih je
lahko Se vseeno prevec, da bi hranili vse njthove resitve
v pomnilniku.

— Odpvisno seveda od tega, s kaksnim 7 imamo opravka.

— Vcasih se da resitve majhnih pod...problemov sproti
pozabljati (npr. ce je podproblem velikosti £ odvisen le od
podproblemov velikosti £ — 1, ne pa od tistth velikosti £ — 2

in manjsih).



Se nekaj podobnih problemov

* Rad bi zmnozil zaporedje matrik. Kako postaviti
oklepaje, da bo skupna cena mnozenja
najmanjsar

* Danjeizraz x;/ >,/ x3/ ... / x,, pri Cemer soO
X1, ..., x, neka znana stevila. Postavi oklepaje v
ta izraz tako, da bo imel najvecjo mozno
vrednost.



Dinamicno programiranje

Floyd-Warshall



Floyd-Warshallov algoritem

* Danjegrat G= (I, E), = {y, ..., v}, vsaka
povezava ima tudi dolzino
* Zanimajo nas dolzine najkrajsih poti med vsemi pari
tock
— Seveda lahko npr. pozenemo Dijkstro po enkrat za vsako
mozno zacetno tocko = O(IVE log 1)
— Ali pa Bellman-Forda za vsako mozno zacetno tocko —
O(I°E)
— Ali pa Bellman-Forda z mnozenjem matrik — O(1° log 1)

— Floyd-Warshall pa je O(177), kar je $e posebej lepo, ce je graf
gost



Floyd-Warshallov algoritem

Definirajmo st podproblem: f{z, ;, £) = dolzina najkrajse pott od v,
do #;, ki se med tema tockama sprehaja le po tockah {v), .oy V4,
po ostalih pa ne

[robnt primer] Ocitno je f{z, 7, 0) kar enaka dolzini povezave

(#; 5 v;), 0z. je ©, Ce take povezave ni

[rekurzija] Glede £z, 7, £): mogoce najkrajsa taka pot gre skozi v, ,
mogoce pa ne

— Ce ne, je to kar enako f{i, j, £ — 1)

— Ce pa gre skozi v, je do tam pot dolga fz, £, & — 1),

od tam naprej pa fl&, j, £ — 1)

Na koncu imamo v f{z, j, #) dolzino najkrajse poti od 7 do ; sploh

— Ce je kaksna f{z, 7, n) <0, vemo, da obstajajo v grafu negativni cikli (in so
nasi rezultati bolj ali manj numeri¢no nesmiselni)



Implementacyja

Zapisimo ga s psevdokodo:
for/=1to »do for ;=1 to » do:
14,7, O] = dolzina povezave od 7do j
(0z. o0, Ce take povezave ni);
for£=1tondofor;=1tondofor;=1tondo
Jop Al = minif[s, 7, k=11, 15, & &= 1] + f1&, /, &= 1]
Ko ra¢unamo vrednosti f(:, -, £), potrebujemo le /(- , -, £—1),
vse prejsnje pa lahko pozabimo
Se ve, dovolj je ze, ¢e imamo eno samo matriko:
for£=1tondofor;=1tondoforj=1tondo

Ai, 1 = min{fs, 1, Az, £] + fl&, /1}



Podoben problem

* Dan je deterministicni koncni avtomat, sestavi nek regularni

izraz, ki opisuje 1sti jezik kot ta kon¢ni avtomat

Avtomat je v bistvu graf s ¢rkami na povezavah

Stanja avtomata so tocke grafa; eno od stanj je “zacetno’, nekatera stanja
g 2 b
so “koncna”

Avtomat “sprejme” niz znakov, ¢e obstaja v njem od zacetnega do enega
od konc¢nih stanj taka pot, na kateri ¢rke povezav tvorijo ravno ta niz
Ostevil¢imo stanja in si zastavimo podproblem: naj bo E(7, /, £) regularni
1zraz za jezik vseh tistth nizov, ki nas avtomat pripeljejo od stanja ¢, do
stanja ¢;in pri tem gredo le skozi stanja {gy, ..., ¢4 }?

Potem 1mamo

EGj, R =E@Lk—=1) | EG A £—=1) E(k, £ £—1)* E(&, 7, £—1)

In na koncu za jezik celotnega avtomata, Ce je ¢, zacetno stanje in je F' =
/)5 -+, /.y mnozica indeksov kon¢nih stan;

E=Elf,n | E6fon) | ... | EGf, 1)



Dinamicno programiranje

Razdelitev na podzaporedja
Z NajmanjsSo vsoto



Pisaryt

* Naloga (s CERC 1998):

— Imamo zaporedje # knjig s po 4, d,, ..., d, stranmi
— Imamo p pisarjev
— Prvi bo prepisal prvih 4, knjig, drugi naslednjih @, knjig, tretji naslednjih a;
knjig in tako napre;
— Cas, ki ga nek pisar porabi za svoje delo, je sorazmeren skupnemu $tevilu
strani v knjigah, ki jih mora prepisati
* Vst zacnejo pisati 1stocasno, vsi delajo enako hitro
— Kako razdeliti knjige med pisarje, da bo vse koncano ¢im prej?
* Torej doloci ay, a,, ..., a, tako, da bo najvecje Stevilo strani (po vseh pisarjih)
¢im manjse

* Seveda ob omejitvia; + a, + ... +a, =7



Rekurzivni razmislek

Naj bo s, skupno stevilo strani, ki jth mora prepisatt pisar r

— Torejs. =2, dzaa +...+a <i<a + .. +a
Recimo, da si nekako 1zberemo,
koliko knjig bomo dali zadnjemu pisarju — torej a,

— On bo torej pisal 5, Casa

— Ostane nam vprasanje, kako prvih # — @, knjig razdeliti med preostalih p —1

pisarjev in koliko ¢asa bo v tem primeru pisal najbolj obremenjen pisar med njimi

Tako smo dobili podproblem: {7z, r) = cas, ki ga porabi najbolj obremenjeni
pisar, ¢e delimo prvih » knjig med 7 pisarjev

— Ce zadnji pisar, torej 7, dobt £ knjig, porabi

$.=d, t4y1 7T ... T a,casa,

ostali pisarji pa za ostale knjige v tem primeru porabijo fmz — &, r— 1) Casa

— Torejje fm, r) = ming. ., maxia, , .+ ...+ta, fm—kr—1)}.



Implementacyja

* Kot ponavadi pri dinami¢nem programiranju vidimo, da je f{z, r) sicer
definirana rekurzivno, vendar b1 pri rekurziji velikokrat obravnavali ene 1n iste
podprobleme (2, 7)

e Zeizratunane rezultate hranimo v tabeli, lahko jih tudi ra¢unamo
sistematicno po narascajocth » in r

f10,1] = 0; for =1 to ndo flm, 1| = film—1,1] + d ;
for r=2to pdo
f 10,4 =0;
for = 1to ndo
f[iﬂ, 7] :f[iﬂ, r— 1]’ 5= O;
for £:=1to ndo
=gt d, e
kand := max(fm— k, r—1], s,);
flm, 1| == mun( flm, r], kand);
* Vidimo tudi, da ko konc¢amo z racunanjem f1., ],

lahko pozabimo vse rezultate za f[., 7 — 1], ker jih ne bomo ve¢ potrebovali



Drugacna resitev

* Mimogrede, to nalogo lahko resimo tudi brez dinamicnega
programiranja
— Vprasajmo se: ali je mogoce razdeliti knjige tako,
da noben pisar ne dobi ve¢ kot M strani?
* Dajmo prvemu pisarju toliko prvih knjig, kolikor je le mogoce,
preden bi presegle M strani
* Nato dajmo drugemu pisarju toliko nadaljnjih knjig,
kolikor je le mogoce, preden bi presegle M strani
o Itd.
— Ce nam zmanjka knjig prej kot pisarjev,
je razpored z omejitvijo M mogoc, sicer pa ne

— Najmanjsi mozni M poiscimo z bisekcijo



Dinamicno programiranje

Najdaljse skupno podzaporedje,

urejevalniska razdalja



Najdaljse skupno podzaporedje

* Danista zaporedjta=a,a, ... a,inb=10,b, ... b,
* IScemo najdaljSe skupno podzaporedje (ne nujno strnjenol)

— 7 drugimi besedami, is¢emo take indekse

Ly «ovs by J1s vovs [
da bo
1=, <5<..<i= n
1= 4 <jp<..<j=m,
i) = Wi, alis) = W7, -, i) = b]7)

in da bo r ¢im vecjt



Rekurzivni razmislek

* Za najdaljSe skupno podzaporedje (po definicijt s prejsnje folije) gotovo velja
nekaj od naslednjega:

— Lahko daje 7 > 1. V tem primeru je nase podzaporedje hkrati tudi najdaljse
skupno podzaporedje nizov a, ... a,in b ... b,
— Lahko dajej; > 1. V tem primeru je nase podzaporedje hkrati tudi najdaljse
skupno podzaporedje nizov @, ... a,in b, ... b,
— Ce pa ne velja ni¢ od gornjega, imamo 7, = 7; = 1; no, to je ocitno mogoce le, Ce je
a, = b;. V tem primeru je nase podzaporedje sestavljeno 1z tega znaka (¢, oz. b)),
ki mu sledi najdaljse skupno podzaporedje
nizova, ...a,in b, ... b,

* Prisli smo torej do podproblemov oblike: f(z, /) = najdaljsi skupni podniz

nizov 4, ... dﬂlnbj... b,

— Inimamo f, ) = max { i + 1,)), 5,7 + 1),

L+fi+1,/+1) [leceje a;= al}

— Robni primert: ko je eden od nizov prazen, imamo
fn+1,)=0mnfe,m+1)=0

— Koncni rezultat, ki nas zanima, je f{1, 1)



Implementacyja

Lahko b1 imeli 2-d tabelo:
for/j=1tom+ 1do fln+ 1, =0;
for 7= 7 downto 1:
Aiym+1]=0
for ; = » downto 1:
il = max{ fli + 1,7, fl4,7 + 1],
Ai+ 1,7 +1] (e ce a; = b)}
Vidimo pa lahko, da je dovolj imeti v pomnilniku le dve vrstici te
tabele — ko racunamo f{z, ), potrebujemo vrednosti fz + 1, ),
ostale lahko Ze pozabimo

— Slo bi celo z eno samo vrstico + eno spremenljivko, v katert bi st
zapomnili f[7 + 1, 7+ 1] (ki smo jo v tabel: sicer tik pred tem
povozilt s f[z, 7+ 1])

— Ce bi radi tudi izpisali najdaljsi skupni podniz, ne le ugotovili njegove
dolZine, bomo pa le potrebovali celotno 2-d tabelo



Podoben primer

* Urejevalniska (Levenstejnova) razdalja

(edit distance, 1 evenshtein distance):

— Danastanizaa=a,a, ... a,inb=15,b,... b,

— Kako predelati 2 v 4 s ¢im manj operacijami, pri cemer so dovoljene

naslednje operacije:

* Brisanje znaka (npr. sto/ —> s0l)
* Vrivanje znaka (npt. sto/ —> stolp)

* Sprememba enega znaka v drugega (npr. so/ —> vol)

— Podproblem: (7, /) = utejevalniSka razdaljamed 4, ... a,in ;... b

* Potem je f(z, /) = min{
1+ /4i+1,),
1+ /,7+ 1),
1+/+1,7+1),
fi+1,;+1)}

m

// brisanje znaka g
// vrivanje znaka bj
// sprememba a; v bj
// samo Ce je a; = bj



Dinamicno programiranje

Najdaljse narascajoce podzaporedje



NajdaljSe narascajoce podzaporedje

* Dano je zaporedje 4, a, ... a,, 15¢emo najdaljse narascajoce
podzaporedje:
1SCemo £, 7y, iy, ..., Iy,
takodajel =7 <7 < ... <7, =,
aly)] < als,| < ... <alz]
in £ ¢im vecjt
* Lahko si zastavimo podproblem: f(;) = najdaljse narascajoce
podzaporedje, ki se konca pti 4,
— Ce je zadnji clen tega podzaporedja a, kateri je predzadniji Clenr
Recimo mu «,.
— V postev pridejo taksni 7 za katere je /< ;in a, < a;.
— Med njimi vzemimo tistega, ki bo dal najdaljSe podzaporedje
— Torej: i) =1 + max{f{)) : 1<, a, < aj}
— Robni primer: f0) =0, A1) =1



Ucinkovitejsi postopek

* Postopek s prejsnje strant bi se dalo enostavno implementirati v
¢asu O(#%) (gnezdeni zanki po jin 7)
— Mozna 1zboljsava: clene zaporedja, za katere smo ze izracunali (),

dodajajmo sproti v binarno iskalno dtevo, pti cemer je 4; kljuc v drevesu,
vsako vozlisce pa hrani tudi max; (/) po celem poddrevesu

— Tako lahko v ¢asu O(log 7) pois¢emo max f(7) po vseh 7 ki imajo 4, < g,
(in # <}, a slednje je tako ali tako samoumevno, saj drugih Se n1 v drevesu)
—> skupaj O(z log 7)

* Do resitve v ¢asu O(#?) pridemo lahko tudi tako, da si
pripravimo Se urejeno kopijo zaporedja « in nato pozenemo
postopek za najdaljst skupni podniz med prvotnim in urejenim
zaporedjem



Ucinkovitejsi postopek 2

* Lahko pa pogledamo na problem malo drugace

*  Ce zaporedju na koncu dodamo en ¢len, se dolZina najdalj$ega naras¢ajocega
podzaporedja lahko poveca za 1 ali pa ostane enaka:
k= 0;
for ;=1 to n:
if se pri 4; konca kaksno nar. zap. dolzine £ + 1 then £ = £ + 1;

* Kako vemo, da se pr1 a, konc¢a narascajoce zap. dolzine k + 1?

— Obstajati mora nek a,, # < 7, a, < a;,
pri katerem se konca narascajoce zaporedje dolzine £
— Ceje takih g, ve¢, si je pametno zapomniti med njimi najmanjsega — recimo mu »
— Tako smo dobili:
k= 0; v = —o0;
for;=1tom
ifa,>vthenk=£k+ 1;0=2q
else if se pri o, konca kaksno narascajoce zaporedje dolzine £ then » = 4,

v .

* Kako vemo, da se pri 4; konca narascajoce zap. dolzine £?

— Obstajati mora nek a,, < 7, a, < a;,
pri katerem se konca nar. zap. dolzine £ — 1

— Ceje takih 4, vec, si zapomnimo najmanjsega — recimo mu 2’



Ucinkovitejsi postopek 2

Tako smo dobili:
k= 0;v=—00; v = -0
for;=1 to n:

ifa,>vthenk=£k+ 1;,v=0q
else if 4, > " then v = 4,
else if se pri a; konca kaksno nar. zap. dolzine £— 1 then »' = 4;

Ocitno bi zdaj potrebovali se »" in tako naprej, namesto vseh tistih ifov pa zanko

Imejmo torej tabelo #[0..£], pri ¢emer je », najvecji element (1zmed a,, ..., a;_,), pti katerem
se konca kaksno narascajoce podzaporedje dolzine /
k=0; v, =—0
for;=1to n
ifa,>v, thenk=4k+1;0,=q
else:
J = k;while ;> 1 do
if ;> v, , then break else j = ;-1
)= a;
Casovna zahtevnost je zdaj O(z &), pri ¢emer je k dolzina najdali$ega nar. podzap. v celem
zaporedju. V najslabsem primeru bo to O(#?)

Izboljsava: ker je tabela » narascajoca, lahko v njej prvi element, ki je < ,, poiS¢emo kar z

bisekcijo — O(# log £)



Podoben problem

* Razbij dano zaporedje na ¢im manj disjunktnih
padajocth podzaporedi (lahko nestrnjenih)
— Naj bo £ dolzina najdaljsega narascajocega
podzaporedja
— Imeli bomo £ padajocih podzaporedi
— Vsakic€ ko prejsnji algoritem popravi 2, na a;, dodamo
a; v J-to padajoce podzaporedije



Dinamicno programiranje

0/1 nahrbtnik



Nahrbtnik

* Imamo 7 predmetov z masami 7; in vrednostmi 2,

— V nahrbtnik bi radi nalozili nekaj predmetov in to tako, da bo
vsota vrednosti ¢im vecja, vsota mas pa ne bo presegla M

— Omejimo se na primere, ko so mase 7, in kapaciteta
nahrbtnika M cela Stevila



Rekurzivni razmislek

Predmet # lahko nalozimo ali pa tudi ne

— Ce ga nalozimo, nam ostane problem z 7 — 1 predmeti
in s kapaciteto nahrbtnika M — 7,

— Ce ga ne nalozimo, nam ostane problem z » — 1 predmeti
in s kapaciteto nahrbtnika M

Definirajmo torej podproblem:

—  f(4, ¢) = najvecja vrednost, ki jo lahko zlozimo v nahrbtnik,
ce ima le-ta kapaciteto ¢ in ¢e lahko uporabimo le prvih £ predmetov

— Velja torej
Sk, o) = max{ f(k—1,c—m) + v, f(k=1,0}

To lahko racunamo sistematicno po narascajocih £in ¢

— Ko izracunamo vse f{£, .), lahko vrednosti /(£ — 1, .) pozabimo
Ta postopek ni primeren, ¢e mase niso cela stevila

— Mogoce jih lahko damo na skupni imenovalec
Postopek je tudi neucinkovit, ce so mase (in kapaciteta M) velike: O(n-M)
Zares ucinkovite resitve za problem nahrbtnika ne poznamo, saj je NP-tezak

—  Moznih je 2” kombinacij predmetov in ¢e imamo smolo, ima vsaka kombinacija druga¢no maso



Podoben problem

* Vracilo denarja:

— Mozne vrednosti kovancev so 7, ..., 7,

— S ¢im manj kovanct sestavi znesek M

— Primer: kovanci 50, 20, 1, znesek M = 60;
boljeje 20+ 20 + 20 kot 50+ 1+ 1+ ... + 1

— Resitev: f(k, 2) = min{f(k—1,2), 1 + f(k, 2—m,)}



Drugacen problem

* Nahrbtnik, pri katerem lahko predmete poljubno razrezemo
(in vzamemo predmet le delno, ne nujno v celoti)
— Resitev: jemljemo jih po padajo¢em v,/ 7;, dokler nahrbtnik ni poln

* Zadnjega od teh predmetov po potrebi razrezemo



Dinamicno programiranje

Trgovski potnik



Trgovski potnik

* Problem trgovskega potnika (¢fravelling salesman problem, TSP):

— Imamo # mest {1, 2, ..., n}
in razdalje med njimz1: d(#, v) je dolzina povezave od # do v

— Trgovski potnik zeli obiskati vsa mesta,
vsako natanko enkrat, in se vrnitt v mesto, kjer je zacel
— Dolzina te poti naj bo najmanjsa
* Vprasanje je torej, v kaksnem vrstnem redu naj obisce mesta
— Rezultat je neka permutacija © mnozice {1, ..., 7}
— Dolzina poti pa je 2,_, , d(nt(k), T(k + 1))
— Moznih permutacijje sicet nl =n(n—1) (n—-2) ... -3 -2 -1,
vendar jih po n opisuje istt obhod, zato je moznih obhodov ,,le® (7 — 1)!



Rekurzivna resitev

* Ocitno lahko vse poti sistematicno pregledamo z rekurzijo
— Brez izgube za splosnost se omejimo na poti, ki se zacnejo v tocki g =1

— Pot bomo hranili v tabeli p[1..7], pr1 ¢emer p[£] pove, katero mesto
obiScemo kot k-to po vrsti

funkcija TSP(p, D, £, A):
// p = tabela, v kateri nastaja pot; D = dosedanja dolzina poti
// # = stevilo mest, ki smo jih ze dodali na pot (v p[1..£])
// A = mesta, ki jih Se nismo obiskali; | A| = #— 4
// Vrne najkrajso dolzino, s katero se da sestaviti preostanek poti.
if £ = nthen return D + d(p[#], p[1]); // smo Ze na koncu poti

naj = —o0
za vsako mesto # € A:
ple+ 1] = u

naj = min{naj, TSP(p, D + d(p|k|, u), &+ 1, A— {u})};

return 7ay,



Prihranek

Doslej smo pri dinami¢nem programiranju izkoristili dejstvo, da
rekurzivna resitev vcasih reSuje po veckrat 1sti podproblem
— Je tudi tu kaj takega?
— Opazimo lahko, da je za nadaljevanje poti pomembno le to,
* kateri kraji so Se neobiskani (mnozica 4),
* inv katerem kraju se trenutno nahajamo — to je p[4]
* Elementov p[1, ..., £— 1] pa se nas podprogram TSP sploh ni dotikal
— Torej si lahko podrobleme definiramo takole: f(», A) naj bo dolzina

najkrajSe take poti, ki se zacne v », konca v g,
vmes pa obisce vse tocke iz A, vsako natanko enkrat
* Na koncu nas bo zanimalo f(z, {1, ..., n} — {3})
* Rekurzija je zdaj f(v, A) = min { dv, u) + f(u, A= {u}):u e A}
— Namesto O(nl) podproblemov imamo zdaj ,,le* O(n 27)
podproblemov

» Se vedno eksponentno, a veliko manj kot prej



Podoben problem

* Dodeljevanije:
— Imamo 7 otrok in 7 skirojev
— a; pove, kako rad ima otrok 7 skiro ;

— Razdeli otrokom skiroje (permutacija m) tako, da
maksimiziras min { g ny P LSS 7 }
— Resitev:
* Otroke pregledujemo po vrsti in jim dodeljujemo skiroje
* Podproblem fA4) = prvim |.A| otrokom smo ze razdelili
skiroje; neuporabljent so ostali Se skiroji 1z mnozice A, ki
jth moramo razdeliti otrokom od »— | A| + 1 do #



Naloge

821 page hopping

10066 twin towers

10003 cutting sticks

10534 wavio sequence
10739 string to palindrome
10724 road construction

11456 trainsorting

10635 prince and princess



321 Page Hopping

* Dan je usmerjen graf na » < 100 tockah
* Poisci povprecno dolzino najkrajSe poti med
vsemi pari tock

— Zagotovljeno je, da taka pot za vsak par tock res
obstaja

— Vse povezave so enako dolge (pomembno je torej le
Stevilo povezav na poti)
* Resitev: ta naloga je kot nalasc za Floyd-
Warshallov algoritem


http://uva.onlinejudge.org/external/8/821.html

10066 Twin Towers

* Imamo dva stolpa iz okroglih plosc
— Prvega sestavlja 7, plos¢, drugega 7, plosc

— Dane so velikostt vseh plos¢ (po vrsti, kot so zlozene

v stolp)
— Radi bi pobrisali nekaj plosc tako, da bosta stolpa
postala enaka (in ¢im visja)
* Resitev: to je ravno problem najdaljSega
skupnega podzaporedja
— Za vhod vzamemo zaporedji velikosti plosc za
vsakega od stolpov


http://uva.onlinejudge.org/external/100/10066.html

10003 Cutting Sticks

* Imamo palico z dano dolzino, ki b1 jo radi razrezali na
danth 7 (najvec 50) mestih
— Cena vsakega reza je definirana kot dolzina kosa pred rezom
— V kak$nem vrstnem redu naj rezemo, da bo ¢im ceneje?
* Resitev:
— Zelo podobna naloga kot tista z delitvijo zemljis¢ od zjutraj

— Razlika je le v tem, da niso podane dolzine koncénih kosov,
ampak polozaji rezov (glede na zacetno palico)

— Indajecenarezaiza+ bvain btuenakaa+ b
namesto max{a, b}


http://uva.onlinejudge.org/external/100/10003.html

10554 Wavio Sequence

* V danem zaporedju n < 10000 stevil pois¢i najdaljse tako
podzaporedje (lahko nestrnjeno), ki:

— Je lihe dolzine (na primer 2m + 1)

— Prvih m + 1 clenov je narascajoce

— Zadnjth m + 1 ¢lenov je padajoce

* Resitev:

— Pri algoritmu za najdaljse narascajoce podzaporedje smo ze videli, da
spotoma za vsak element vhodnega zaporedja izvemo, kako dolgo je
najdaljSe narascajoce podzaporedje, ki se konc¢a pri njem

* Ta dolzina je prav tisti j, za katerega smo ai vpisali v vj

— Nato zaporedje obrnimo in spet 1§¢imo najdaljse narascajoce
podzaporedje — to ustreza padajocim podzaporedjem v prvotnem
zaporedju

— Na koncu rezultate le Se skombiniramo


http://uva.onlinejudge.org/external/105/10534.html

10739 String to Palindrome

* Dan je niz n = 1000 znakov
— Radi b1 ga predelali v poljuben palindrom s ¢im man;
operacijami
* Dodajanje znaka, brisannje znaka, sprememba enega znaka
* Resitev:
— Naj bo f(z, /) najmanjse Stevilo operacij, s kateerim iz az ... aj
naredimo palindrom
— Potem je f{7, 7)) = min {
1+ f:+1,), // brisanje 4,
1+ Az5,7-1), // brisanje 4,
1+ 0+1,/-1), // sprememba a, v a,
fi+1,7=1)} // e cejea,= a


http://uva.onlinejudge.org/external/107/10739.html

10724 Road Construction

* Dan je povezan neusmerjen graf z n < 50 tockami

— Za vsako povezavo je dana dolzina, za vsako manjkajoco povezavo pa
vemo, kaksna b1 bila njena dolZina, ¢e b1 jo dodali v graf

— Ugotovi, katero povezavo se najbolj splaca dodati
* Minimiziraj vsoto dolzin najkrajsih poti med vsemi pari tock po dodajanju
nove povezave
* Resitev:

— Ce bi za vsako mozno novo povezavo (ki jih je O(#2) poganjali Floyd-
Warshalla (ki je O(#?)), bi imeli O(#°), kar je prepocasi

— Recimo, da je 4(7, ) dolzina najkrajse pott od 7 do j v prvotnem grafu

— Ce dodamo v graf povezavo (x, 1) z dolzino D, se najkrajie poti
sprementjo takole:

d, (2,7 = min{dQ, ), dG, u) + D+ dv,)), di, v) + D + d(u, ))}

— Tako smo pri O(#*) namesto O(»°)


http://uva.onlinejudge.org/external/107/10724.html

11456 Trainsorting

* Dobimo zaporedje vagonov, za vsakega je znana teza
— Iz njih b1 radi sestavili ¢cim daljsi vlak, v katerem bodo vagoni
urejent padajoce
— Vsak vagon lahko dodamo na zacetek vlaka, na konec vlaka
ali pa ga zavrnemo (ga sploh ne dodamo)
e Resitev:
— Naj bo 7 prvi vagon, ki ga ne zavrnemo
— Potem nas zanima najdaljSe narascajoce zaporedje, ki se zacne
pri z, in najdaljSe padajoce zaporedje, ki se zacne pr1 7
— Vagone 1z prvega bomo dodajali na zacetek, tiste 1z drugega
pa na konec

— Vzamemo seveda maksimum po vseh 7


http://uva.onlinejudge.org/external/114/11456.html

10635 Prince and Princess

* Imamo dve zaporedji, ki sta permutaciji mnozice {1, ..., #};
poisci najdaljSe skupno podzaporedije

e Resitev:

Tezava je v tem, da je # lahko do 2507, zato je O(#%) prepocasi

Pomagati si moramo z dejstvom, da sta nasi zaporedji permutaciji — vsako
Stevilo od 1 do n se pojavi natanko enkrat
Naj bo f(#) dolzina najdaljsega skupnega podzaporedja, ki se zacne z
elementom #
Potem je flu) = 1 + max{/(») : » se pojavlja v obeh zaporedjih desno od #}
Kako ta max izracunati ucinkovito?

* Pojdimo z # v prvem zaporedju od konca proti zacetku

* Vsak obdelani # dodajmo v binarno iskalno drevo, pri cemer kot kljuc
uporabimo njegov polozaj v drugem zaporedju, v vsakem vozliscu pa
vzdrzujemo max f{») po vseh v iz njegovega poddrevesa

* Tako lahko v O(log 7) casa 1zracunamo max, ki ga 1S¢emo


http://uva.onlinejudge.org/external/106/10635.html

