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* rekurzija (recursion)
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Fibonaccijeva stevila

F(n)= 1, ce n=1ali 2
F(n-1)+F(n-2), sicer

8\
Fin)={1,1,2,3,5, ...} ﬁw

In koliko je F(64)? Q 34
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Fibonaccijeva stevila
F(n)= 1, ce n=1ali 2
F(n-1)+F(n-2), sicer

int Fib (int n) {
if (n==1) || (n == 2)) return 1;
return Fib(n-1) + Fib (n-2);
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Pregled

pomnenje ali memoizacija (memoization)
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Fibonaccijeva stevila — pomnenje

fib stevila[*]= nedefinirano;
int Fib (int n) {
if fib stevila[n] == nedefinirano {
if ((n == 1) || (n == 2)) result= 1;
result= Fib(n-1) + Fib (n-2) ;
fib stevila[n]= result;
}

return fib_stevila[n];

}
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Pregled

* dinamic¢no programiranje — primer 1: mnozenje matrik
- definicija problema;
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Mnozenje matrik

Recimo, da moramo mnoZiti matriki A in B, kjer je A dimenzije a x b in
B dimenzije b x c; rezultat je v matriki R (a x ¢):

int Produkt (A, B) {

for i=1 .. a

for k=1 .. b R[i,j]+= A[i,k]*B[k,]]

return R;
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int Produkt (A, B) {
for i=1 .. a

for j=1 .. ¢

"4 u [ |
Mnozenje matrik
for k=1 .. b C[i,j]+= A[i,k]*B[k,]]
return C;

}

« Ce natanéno prestejemo, potrebujemo a*b*c
mnozen,;.

e Recimo: A:2x6,B:6x4inC:4x5

- za A x B => 48 mnozen;j
- za B x C => 120 mnozen,;
- kajpaAxB x C?
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Mnozenje matrik

e Recimo: A:2x6,B:6x4inC: 4 x5in koliko
mnozenjza Ax B x C?

1) (AXx B) x C =>48 + 40 = 88 mnozen;
2) Ax(BxC)=>120+ 60 = 180 mnozen;
« Kaj pa v sploShem?
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Mnozenje matrik — problem

Imamo:

o 1 matrik: Ml, Mz, M3, .Y |

n

o dimenzija matrike M jed xd

Problem:

e kaksSno naj bo zaporedje mnoZenja matrik, da bomo opravili najman;j
operacij?

Poletna Sola Programiranje v vi§ji prestavi 1 .
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Mnozenje matrik — formalneje

Imamo:

o 1N matrik: Ml, Mz, M3, .Y |

n

o dimenzija matrike M jed xd

Opomba:

e definiragmo c(1, j), kot ceno mnoZenja j matrik od 1. naprej
(vklju¢no)

e zanima nas najti ¢im manjsi c( 1, n)
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Mnozenje matrik — premislek

Resitev:

, M)

i+1,.0. n

e recimo, postavimo oklepaje: (M x M_x ... x M)) x (M
e potem cena: c(1, n) =c(l, 1) +c(itl,n-1)+d *d *d

e seveda: c(1,1)=0zavsaki=1...n

e na koncu nas zanima, pri katerem 1 bo c(1, n) najmanjsi?
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Pregled

* dinamic¢no programiranje — primer 1: mnozenje matrik
= osnovni program;
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Mnozenje matrik — opomba

e reSitev problema P(1, 1) je povsem neodvisna od reSitve problema
P(i. n-i)

0 if n=0
min c(1,i)+c(i+1,n—1)+d,d,,,d, sicer

ki=0..n—1

c(l,n)=

* Kako najdemo najboljsi 1/

- Poskusimo vse moznosti.
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Mnozenje matrik

int Mnozenje (int prva, stevilo) ({
if (stevilo == 1) return 0;
najcenejse= 00;
for (1= 1; 1 <= stevilo; i++) {
tmp= Mnozenje(prva, i) +
Mnozenje (prva+i, stevilo-i) +
d[prva-1] * d[prva+i-1] * d[prva+stevilo-1];
if tmp < najcenejse najcenejse= tmp;
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Mnozenje matrik — Cas

e zavsaki1=1 ... ni1zraCunamo c(1, 1), c(i+1, n-1) in 2 mnozenji

n

 Skupaji  T(n)= 3 (7(0)+7 (n—i)+2)
_ZT +ZT n—i) Zz
—ZT +ZT +2n

_2ZT +2n=0(2")

* kaj je narobe?
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Pregled

* dinamic¢no programiranje — primer 1: mnozenje matrik
- pomnenje;
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Mnozenje matrik — cas
o recimo, da mnozimo matrike M xM x M3 xM,
e potem Stejemo Stevilo operaciy za naslednja mnoZzenja:
- M x(M xM xM)=>
1 2 3 4
M x (M, xM)xM),M x(M x (M, xM))
- M, xM xM)xM =>
(M xM)xM)xM,(M x(M xM))xM,

e vecCkrat naraCunavamo (optimalno) ceno mnozenja istih podmatrik
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Mnozenje matrik

int Mnozenje (int prva, stevilo) ({
if (stevilo == 1) return 0;
najcenejse= 00;
for (1= 1; 1 <= stevilo; i++) {
tmp= Mnozenje(prva, i) +
Mnozenje (prva+i, stevilo-i) +
d[prva-1] * d[prva+i-1] * d[prva+stevilo-1];
if tmp < najcenejse najcenejse= tmp;
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Mnozenje matrik — s pomnenjem

c[prva,stevilo]= oo; // zacetna nastavitev
int Mnozenje (int prva, stevilo) ({
if c[prva, stevilo]= oo {
if (stevilo == 1) c[prva, stevilo]= 0;
else {
for (1= 1; 1 <= stevilo; i++) {
tmp= Mnozenje(prva, i) +
Mnozenje (prva+i, stevilo-i) +
d[prva-1] * d[prva+i-1] * d[prva+stevilo-1];
if tmp < c[prva, stevilo] c[prva, stevilo]= tmp;

}

return c[prva, stevilo];
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Pregled

* dinamic¢no programiranje — primer 1: mnozenje matrik
- Kaj in
kako se izraCunava;
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Mnozenje matrik — primer

o recimo, da mnozimo matrike M x M, x M x M, velikosti: d[0...4]=
(3,6,2,4,5)

e naracunali bomo matriko c[1,j], kjeri=1...4,inj=1 ... 41

prva-> 1 2 3 4
1

2
3
4
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Mnozenje matrik — primer
o matrike M1 X M2 X M3 X M4, velikosti: d[0...4]= (3, 6, 2,4, 5)

- M xM xM xM)=>M x (M xM)xM ), M1 x (M2x

(M3 x M4))
- M xM xM)xM =((M xM)xM)xM, (M x (M x
M))xM,
prva-> 1 2 3 4
1 0 0 0
2 (£+03+4;A//
3 43+0+1
4
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Mnozenje matrik — primer

o matrike M1 X M2 X M3 X M4, velikosti: d[0...4]= (3, 6, 2,4, 5)

- M x(M xM xM)=M x((M,x M)xM),M x (Mé X (Mg

xM ))
_ (Ml X M2 X M3) X M4 => ((Ml X Mz) X MS) X M4, (Ml X (M2 X
M))xM,
prva-> 1 2 3 4
1 0 0 0
2 0;6+48 o+$l46/////
3 48+0+12
4 0+40+60
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Pregled

* dinamic¢no programiranje — primer 1: mnozenje matrik
program malo drugace;
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Racunamo c|i,j] drugace — 1. korak

e Zagotovo:
c[prva,1] =0

zaprva=1...n

prva-> 1 2 3 4
1 0 0 0 0
2
3
4
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Racunamo c|i,j] drugace — 2. korak

* Poleg tega:
c[prva,2] = c[prva,l] + c[prva+1,1] + d[prva-1]*d[prva]*d[prva+1]

zaprva=1...n

prva-> 1 2 3 4
1 0 0 0 0
2 X X X
3
4

Poletna Sola Programiranje v vi§ji prestavi




A\ Raziskovanje Ustvarjanje
T novih svetav

Racunamo c|i,j] drugace — p. korak

e Sedaj pa c[prva,p]:
min( ¢[prva, i] + c(prvati, p-i) + d[prva-1]*d[prvati-1]*d[prvatp])

zavseil=1...p
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Racunamo c|i,j] drugace

int Mnozenje (int stevilo) ({
for (prva= 1; prva <= stevilo; prva++) c[prva,l]= 0;
for (dolzina= 2; dolzina <= stevilo; dolzina++) {
for (prva= 1; prva+t+dolzina <= stevilo; prva++) ({
c[prva, dolzina]= najcenejsa
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Cas in prostor

* Prostor: v obeh primerih enak in je odvisen od velikosti
- d[] - n vrednosti ter
- ¢[] - n (n+1)/2 = O(n?) vrednosti

« Cas: v obeh primerih enak in odvisen od tega kdaj
napolnimo c[1,n]

- za vsako polje c]i,j] iIsCemo najboljso vrednost, kar
traja O(n) korakov

- ker je O(n?) polj v c[i,j], potrebujemo O(n?) ¢asa
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Pregled

* dinamic¢no programiranje — primer 1: mnozenje matrik
rekonstrukcija
resitve
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Rekonstrukcija resitve

Doslej smo racunali koliko stane najcenejSe mnoZenje in ne katero
je to.

e Ko raCunamo c[prva.r]:
min( c[prva, 1] + ¢(prvati, r-1) + d[prva-1]*d[prva+i-1]*d[prva+tr])
za vse 1= 1 ... r, s1 zapomnimo, za kateri 1 je bil optimum dosezen.

e Potrebujemo dodatno polje p[1,dolzina].

e MMGQG, cost in parent
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Pregled

dinami¢no programiranje — primer 2: Needleman—\Wunsch

- osnovni prostor je O(nm)

Poletna Sola Programiranje v vi§ji prestavi 3.
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Needleman—-\Wunsch

* V biologiji osebke doloCa DNK, ki je zaporedje nukleotidov A,
C,GinT

- iz DNK se gradijo aminokisline (preko RNK), katerih Stevilo
je tudi omejeno (24): 3 nukleotidi (kodon) doloCajo eno
aminokislino

- Levenshteinova razdalja
» Dva osebka sta si bolj v sorodu, Ce imata bolj podobno DNK
- edino enojajcni dvojcki imajo enako DNK

» Koliko sta si v sorodu osebka Iztok (A ACGCGG) in Ljubinica
(CTAATCTTAAGCCGGGGAAGGCGC)?
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Needleman—Wunsch (wikipedia)

for 1i=0 to length(A)
F[i1,0] = d*1i
for j=0 to length (B)
F[0,3] = d*]
for 1i=1 to length(a)
for j=1 to length (B) {
Match = F[i-1,3j-1] + S(A[i], B[]j])
Delete = F[i1i-1, j] + d
Insert = F[1, jJ-1] + d
F[1i,7] max (Match, Insert, Delete)
}
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Cas in prostor

* Prostor: v obeh primerih enak in je odvisen od velikosti
- A[] in B[] - n in m vrednosti ter
- F[] - n m = O(nm) vrednosti

« Cas: v obeh primerih enak in odvisen od tega kdaj
napolnimo F[n,m]

- za vsako polje F[i,j] isCemo najboljso vrednost, kar
traja 3 korake

- ker je O(nm) polj v cli,j], potrebujemo O(nm) Casa
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Pregled

* dinamicno programiranje — primer 2: Needleman—-Wunsch

- zmanjsanje prostora na O(n+m) a brez rekonstrukcije

res Itve Programiranje v visji prestavi 3‘
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Needleman—-\Wunsch

for 1i=0 to length(A)
F[1,0] = d*i
for j=0 to length (B)
F[O0,3] = d*]
for 1i=1 to length(a)
for j=1 to length (B) {
Match = F[i-1,3-1] + S(A[i], B[j])
Delete = F[i1i-1, j] + d
Insert = F[i1, j-1] + d
F[i,7] max (Match, Insert, Delete)
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Cas in prostor — boljse?
* Prostor: v obeh primerih enak in je odvisen od velikosti
- A[] in B[] - n in m vrednosti ter
- F[O,n] in F[m,0] — O(n+m) vrednosti

- pri raCcunanju optimuma potrebujemo samo 3
vrednosti, kar pomeni, da lahko nekatere Fi,j]
pozabimo — pozabimo jih lahko vecino, saj jih
potrebujemo samo O(n+m)

« Cas: ostaja O(nm), ker $e vedno naraéunavamo vse FJ]

Poletna Sola Programiranje v vi§ji prestavi




— — Ustvarjanje |
I VY novih svetov ‘
[l il —

Raziskovanje
Univerza v Ljubljani E
Fakulteta za racunalnistvo L e/ 3
in informatiko B

Pregled

rekurzija (recursion)

pomnenje ali memoizacija (memoization)

dinamic¢no programiranje — primer 1: mnozenje matrik

- definicija problema; osnovni program; pomnenje; kaj in
kako se izraCunava; program malo drugace; rekonstrukcija
resitve

dinamicno programiranje — primer 2: Needleman-\Wunsch

- osnovni prostor je O(nm)

- zmanjsanje prostora na O(n+m) a brez rekonstrukcije
Poletna Sola res Itve Programiranje v vi§ji prestavi 4‘
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» Rekonstrukcija resitve za Needleman-Wunsch

- koliko prostora potrebujemo
e Sprogramirajte kar smo pregledali
* Primeri v ucilnici
- eden ne zahteva dinamiCnega programiranja
- drugi so razlicno zahtevni
- dva sta v sorodu: 10684 in 507

- eden zahteva pazljivost pri racunanju (racunska
napaka): 1193

Poletna Sola Programiranje v vi§ji prestavi
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