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Povzetek

Vsi poznamo linearno funkcijo. Njen graf v
ravninskem kartezicnem koordinatnem sistemu
je premica. Po drugi strani morda Se nismo vsi
slisali za hanojski stolp. Hanojski stolp
imenujemo tudi bramanski stolp. Sestoji iz niza
64 vedno manjsih zlatih diskov z luknjami v
sredini. Diski so namesceni na palckil in bramani
jih morajo prestaviti po posebnem pravilu na
drugo palcko. Ko bodo prestavili zadnji disk,
pravi zgodba, bo konec sveta.

In kaj imata skupnega linearna funkcija ter
hanojski stolp?
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Linearna tunkcija

y=kx+n

V=X Vy=-X;y=2x + 1
n—odmikink -
naklon
lahko zapisemo tudi
kot: f(x) =kx+n

-5 (®)=x5)= %

f.(x)=2x + 1
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Linearna funkcija malo drugace

f,(x)= x:
Opis: funkcija f,(x) izracuna vrednost koordinate y za
katerokoli vrednost x za linerano funkcijo y= x
f,(x)= -x:
Opis: funkcija f,(x) izracuna vrednost koordinate y za
katerokoli vrednost x za linerano funkcijo y= -x

f.(x)=2x + 1:
Opis: funkcija f,(x) izracuna vrednost koordinate y za
katerokoli vrednost x za linerano funkcijo y= 2x+1

Zakrivanje ali enkapsulacija.
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Zakrivanje

funkcija 1, () na (magicCen) nacin 1zracuna
vrednost y koordinate pri danem x

o f,;() moramo vedeti kaj dela in ne kako;
potrebujemo njen podpis (signature):
Furicrien Bl (o2 ¢

Umilc: i acuns U pe sbheazell Ve %
Parametri: celo/realno sStevilo x
Rezulbats calo/tealng ctevide o
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Linearna funkcija se malo
drugace

Imamo funkcije
f(x)=x
f,(x)=-x
f.(x)=2x + 1
ali b1 lahko kako posplosili funkcije, da bi nam ne

bi bilo potrebno definirati toliko funkcij?
pouporaba (reuse)

Posplositev ali abstrakcija.
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Posplositev

vse tri funkcije bomo posplosili v eno

funkcijo:

funceilon flx, k;, nj:

Umic: i oains U e ez el V- s
Parametri: celo/realno Stevilo X,
naklon k in odmik n

Rezultat: celo/realno Stevilo y

nase funkcije lahko sedaj zapisemo kot:
f,(x)=1(x,1,0)

f,(x)=1{(%,-1,0)

f.(x)=1(x,2,1)
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priceli smo pri matematicnih funkcijah

spoznall smo pojma zakrivanja in
posplositve

zakrivanje in posplositev predstavljata
osnovna prijema/tehniki, ki ju
uporabljamo v raCunalnistvu in
informatiki
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Risanje

vzamemo ravnilo, naredimo dve tocki ter
narisemo premico skozi tocCki

kje je palcek v racunalniku, ki je uporabil
ravnilo?

v racunalniku lahko narisemo samo eno

toCko na enkrat
 primer: program octave in v njem funkcija plot
rploc(fl, 2, S, [Ll, 2, 31, T@L1 )

predno se lotimo risanja Crte, si poglejmo
oo
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ollens

..., Ki ni ograja, ampak pomeni (na)risi©
plot() 1zgleda skoraj kot nasa funkcija ()

furction plot (., v fmrg e

Oplis: narisSe tocke z x koordinato 1in y
koordinato, pri cemer uposteva format 1zrisa
fmt

Parametri: seznam X koordinat tock; seznam y
koordinat tock; navodilo za obliko 1wrisa
fmt

Rezultat: ?2°?

funkcija lahko samo nekaj naredi in ni¢ ne vrne
- stranski ucinek (side-effect)
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Podprogram

funkciji, ki ne vrne nic¢ (void), reCemo
vCasih podprogram (procedure,
subroutine)

nazaj k plot in risanju Crte
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Risanje Crte

velno.

- plot zna narisati tocke, ki jih podamo kot
seznama X in y koordinat

- Ce bi funkciji podali toliko mnogo tock, da jih ne
bi mogli razlociti, b1 dobili u€inek Crte
v raCunalnistvu svet ni zvezen, ampak
diskreten

kako do seznama tock?

Od linearne funkcije do hanojskega stolpa

12



lzaraifehn) ol

Ce imamo kladivo, potem vsaka stvar
izgleda kot Zebelj — tudi vijak.
Ideja:

- napisimo funkcijo, ki bo naracunala toCke

- opomba: za potrebe tega predavanja bomo tocke
samo izpisovali na zaslon, kar sicer otezuje
njihovo uporabo za risanje

Kako 1zgleda funkcija? Kako jo zacrtati?
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lzaraifehn) ol

ToCke bomo 1zpisovali od nekega
zacetnega x do kon¢nega xKonc in s

korakom delta:

tocke (x, delta, xKonc, k, n)

Opls: 1zpilse tocke funkcije kx+n od
@omeecl o e Kemamead bdliene s e cllsen
e lta

To je kaj, sedaj kako?
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lzaraifehn) ol

Kaj:

tocke (x, delta, xKonc, k, n)

Opls: 1zpise tocke funkcije kx+n od
danega x do konc¢nega xKonc s korakom
delta.

Kako:

* Ce je x > xKonc: ne naredimo nic
- Ce je x <= xKonc:
* izpiSemo x in k*x + n
° 1n potem???
Deli in vladaj.
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lzArai@iin fodlke

Potem pa 1zpisemo Se toCke od x+delta
do koncnega xKonc in s korakom delta
Kako?

-« poklicemo funkcijo toCke, z malce
spremenjenimi parametri (argumenti)

Funkcija tocke kliCe samo sebe, da opravi
delo — rekurzija
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lzaraifehn) ol

Kaj (podpis):

tocke(x. el a. xkKene. k., 1)

(pls: 1z2pse tocke Funkel je kx4n od
danega x do koncnega xKonc s korakom
delta.

Kako (psevdokoda):

+ Ce je x > xKonc: ne naredimo nic
* Ce je x <= xKonc:
* 1zpiSemo x in k*x + n
- 1zpiSemo preostale toCke z uporabo funkcije tocke
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lzarai @iy foae,

togke (x, delbtd, xKonc, k, n)

e s d2pice fodhke flinkel e Kxin @l
danega x do konc¢nega xKonc s korakom
delta.

1 6 L one)] el £ (1]
el # 1Ff (X = xEKond) G 0y
printf ("=t =f\pn'", x, k*x I+ pn)
tocke (x+tdeltg, delts, xkKonce, k. nj)
endif
endfunction
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priceli smo pri matematicnih funkcijah
spoznall smo pojma zakrivanja in
posplositve

pojmil podprograma, podpis in
psevdokoda

pri nacrtovanju funkcije smo uporabili
metodo deli in vladja ter metodo
rekurzije
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Hanojski stolp

Problem pravi:

Hanojski stolp imenujemo tudi bramanski stolp.
Sestojl 1z niza 64 vedno manjsih zlatih diskov z
luknjami v sredini. Diski so namesceni na palcki in
bramani jih morajo prestaviti po posebnem
pravilu na drugo palcko. Pravilo pravi, da mora biti
vedno manjsi disk na vecjem disku.

Kako najti pravilno zaporedje prelaganja
- uporabimo, kar imamo: (1) funkcijo, (i1) deli in
vladaj, (111) zakrivanje, (1v) rekurzija
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Izracun tock

Kaj:

tocke(x, delta, xKone, k, 1)

(pls: 1z2pse tocke Funkel je kx4n od
danega x do koncnega xKonc s korakom
delta.

Kako:

+ Ce je x > xKonc: ne naredimo nic
* Ce je x <= xKonc:
* 1zpiSemo x in k*x + n
- 1zpiSemo preostale toCke z uporabo funkcije tocke
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Hanojski stolp — kaj

Kaj:

hanoil (zacetna, koncna, vmesna, n)

Omils: presrovl 0 didskoy 17 s oecine
palcke na konc¢no palcko, pri cemer
lahko nekaj odlozil na vmesno palcko.

Primer:

- prestavi(leva, desna, srednja, 5)

- prestavi(leva, desna, srednja, 64)

Od linearne funkcije do hanojskega stolpa
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Hanojski stolp — kako

Kako:
« ¢e je n = 0: ne naredimo nic
- ¢e je n = 1: prestavimo disk z zaCetne na koncno
palcko
- Cejex>1:
° (1) prestavimo (umaknemo) n-1 disk z zaCetne palCke na

vmesno palcko, pri cemer lahko konc¢no palcko sedaj
uporabimo za vmesno palcko

° prestavimo najbolj spodnji (n-t1) disk z zacetne na koncno
palcko

° (11) prestavimo Se n-1 disk z vimesne palcke na konc¢no
palcko, pri cemer lahko zacetno palcko sedaj uporabimo za
vmesno palcko
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Hanojski stolp — kako

Koraka (1) in (11) sta dejansko enaka kot:

(1) prestavimo (umaknemo) n-1 disk z zaCetne palcke
na vmesno palcko, pri cemer lahko konc¢no palcko
sedaj uporabimo za vmesno palcko

hanoi(zacetna, vimesna, koncna, n-1)

* (11) prestavimo se n-1 disk z vimesne palcke na
koncno palcko, pri cemer lahko zaCetno palcko sedaj
uporabimo za vmesno palcko

hanoi(vmesna, koncna, zacetna, n-1)
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Hanojski stolp — kako

function hanoitz, k, v, nj

Opis: prestavili n diskov 1z zacetne palcke
na konc¢no palcko, pri cCemer lahko nekaj
odlozl na vmesno palcko.

ifE (n — )
=lseifi m — |}
BEinEE (e e ma e . s
celge £ 3f (n > 1)
hanoi iz, v,; k, n=1]
printf ("> 2s ng =s\n". =z. k)
haneotl (v, k; =z, n-—1}
St
SnlcileE e
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Hanojski stolp — celotna
zgodbica

Hanojski stolp imenujemo tudi bramanski stolp.
Sestojl iz niza 64 vedno manjsih zlatih diskov z
luknjami v sredini. Diski so namesceni na palcki
in bramani jih morajo prestaviti po posebnem
pravilu na drugo palcko. Ko bodo prestavili
zadnji disk, pravi zgodba, bo konec sveta.

in kdaj bo konec sveta?

Od linearne funkcije do hanojskega stolpa
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Hanojski stolp in konec sveta

function hanot{z, Kk, W, n)

premikanje diSka Opis: prestavi n diskov iz zacetne

peilicke malldoncneo i paliae Tl ancs
lahko nekaj odlozi na vmesno

jeé v nasem e

{m =
elseif (n == 1)

programu iniS printf("z %s na %s\n", z, k)

eilises it tn s

opisa premika e .

printf("z %s na %s\n", z,
nigtovont (W, I, %, =)
endif

premik traja:

10 sek — roCni premik

5 sek — robotski premik

1 msek — miselni premik ©
koliko premikov moramo narediti?

Od linearne funkcije do hanojskega stolpa
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Hanojski stolp in konec sveta

recimo, da moramo narediti T(n)=
1.234.567 premikov, potem bo to trajalo:
« 12.345.670 sek = 142 dni 21 ur 21 min 10 sek pri
rocnih premikih;
« 6.172.835 sek =71 dni 10 ur 40 min 35 sek pri
robotskih premikih; in
« 1.234,567 sek = 20 min 34 sek 567 msek pri
miselnih premikih
en premik naj torej traja ¢
kljuCno je stevilo T(n)

Od linearne funkcije do hanojskega stolpa

28



Hanojski stolp in T'(n)

. . tumctilion hanot(z, k, w, n)
KO].].kO Je T(n) S Opis: prestavi n diskov 1z zacetne
jPellclka na lkoncne jpeleke, ol CEmeE
lahko nekaj odlozi na vmesno

éte] mo. lpfal(éko_._ .

s h = ]_T(]_) = ]lc elseif (n == 1)

printf("z %s na %s\n", z, k)

o n:Z:T(Z):3C else # if (n > 1)

e printE(iz s na $s\n" 2. k)
in za nek poljuben k?  cair

- T(k) = +tc+ =2T(k-1) +c

- T(1)=c

-« T(2)=2T(1l) + c=3c

. '.I.'.(n)= 2T(n-1) + ¢ =2(2T(n-2) + c) + ¢ = 4T(n-2)+3c
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Hanojski stolp in T(n) ...

T(n)= 2T(n-1) + ¢ = 2(2T(n-2) + c) + ¢ = 4T(n-2)+3c
=22 (2T(n-3) + ¢) + 3c = 23 T(n-3) + 22¢c + 3¢
=23T(n-3) + 22¢c + (21 *2%c¢
= 23T(n-3) + (22+ 2! *20)¢
=2+ 1 Tn—-(m-1)) + (2~2+ 23 + ..+ 22+ 21+t 20 ¢
=90 () F (2t 24 | EDe4 O Doye
=0 o (2 g gk L 2 g anie
=(@t +tgner gt L dod Al de
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Hanojski stolp in T(n) ...

T(r)= (2% 202+ 20 ¢ | | 20 4 2l t 20e
=(2- 1)*(@~1 + 202+ 208 4+ | 4+ 224 21+20) / (2-1)
e
= (2r- 1) *c
= 0(2")

Od linearne funkcije do hanojskega stolpa

31



In kdaj bo konec sveta?

1zracunajmo T(n):
function rezultat= stevPremikov (n)
1f (n == 1)
rezultat= 1
else
reznlefb= 2 & sbFeovBEromikovin L1 L L
endif
printf(”sd: =d\n", n, rezultat)
SpieEnn e al oy
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In kdaj bo konec sveta?

in koliko je T(n):
- v enem letu je priblizno 31.536.000 sek

- T(35) =17.179.869.184 -> 5.000 let rocnih
premikov

- za 36 1.000 let

- za 64 je to 2°54-3% tisoc let, kar je 268 milijard let
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Hvala za pozornost!

Andrej.Brodnik@fri.uni-lj.si

vabljeni na slovensko drzavno tekmovanje
1z znanja racunalnistva in informatike:
rtk.acm.si
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